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Kapitel 1

Naive Mengenlehre

Vorangestellt wird dieser Vorlesung ein kurzes Kapitel iiber Naive Men-
genlehre. Der Ausdruck “Naive” weist daraufhin, dass in diesem Rahmen
Mengenlehre oder Mengentheorie nicht als eigenstdndige und in gewissem
Sinn grundlegende axiomatische mathematische Theorie behandelt wird —
dies wiirde den Rahmen dieser Vorlesung bei Weitem sprengen — sondern
nur in soweit vorgestellt wird, wie es notig ist, einfache mathematische Sach-
verhalte auszudriicken und zu notieren.

Als Begriinder der Mengentheorie gilt Gregor Cantor, der eine Menge
wie folgt charakterisiert (“Beitrdge zur Begriindung der transfiniten Men-
genlehre” in: Mathematische Annalen, 46, 1895):

Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von
bestimmten wohlunterschiedenen Objekten m (welche die “Ele-
mente” von M genannt werden) zu einem Ganzen.

Eine Menge ist die Zusammenfassung von wohlunter-
schiedenen Objekten zu einem Ganzen.

Dies ist keine Definition. Es ist eine Prézisierung der Intuition, welche
einer mathematischen Mengentheorie zugrunde liegt. Die Intuition geht da-
hin, dass eine Vielheit von wohlunterschiedenen Objekten zusammengefasst
wird und als ein Ganzes — eine Einheit — betrachtet und behandelt wird.
“Wohlunterschieden” besagt hierbei, dass bei der Zusammenfassung — grob
gesprochen — kein Objekt “zweimal erfasst” wird.

Die Objekte einer Menge werden Elemente genannt.
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1.1 Notation

Mengen werden im Folgenden mit groflen lateinischen Buchstaben bezeich-
net: z.B. A, B, C, ..., eventuell mit durch natiirliche Zahlen indizierten grofien
lateinischen Buchstaben: Ay, Ay, As, ... oder allgemein A,. Hierbei verwei-
sen verschiedene Indizes auf verschiedene Mengen.

Ausgezeichnet ist hierbei die Universalmenge — in Zeichen U —, die alle
anderen jeweils betrachteten Mengen umfasst.

Die Elemente einer Menge werden mit kleinen lateinischen Buchstaben be-
zeichnet: z.B. a,b,c,n,m, ... Eventuell auch mit indizierten kleinen Buch-
staben aq, as, as, ... oder allgemein a;.

Dass ein Element a Element einer Menge A ist, wird wie folgt notiert:

a€ A

Das Zeichen “€” heifit Elementschaftszeichen oder Elementzeichen.
Will man notieren, dass ein Element b kein Element der Menge A ist, so
schreibt man auch b ¢ A.

1.1.1 Darstellung von Mengen

Es gibt zwei Darstellungen von Mengen: Einmal — falls moglich — durch
Angabe der Elemente, die zu der fraglichen Menge zusammengefasst werden.
Sollen z. B. die Elemente a, b, ¢ zu einer Menge zusammengefasst werden,
so schreibt man

{a,b,c}

Diese Weise der Angabe ist nur moglich, wenn die Anzahl der zusammen-
zufassenden Elemente endlich ist.

Auf eine Besonderheit ist hierbei hinzuweisen: Eine Menge, die nur ein
Element — z.B. a — enthélt, bildet die Menge {a}, die so genannmte Ei-
nermenge (englisch: Singleton). Hierbei gilt a € {a} aber a # {a}. a ist
ein Element und {a} ist eine Menge, sie sind somit — intuitiv gesprochen —
verschiedene Gegensténde.

Eine andere Weise der Angabe einer Menge geschieht durch die Anga-
be einer charakterisierenden Eigenschaft E. Dies ist dann notig, wenn die
Anzahl der zusammenzufassenden Elemente nicht endlich ist.

{z : Ez}
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Dies ist zu lesen als “Die Menge aller Elemente, welche die Eigenschaft
E haben”. Will man z.B. alle reellen Zahlen grofier oder gleich 5 zu einer
Menge zusammenfassen, so schreibt man {z : x > 5}. “> 5” ist hierbei
die Konkretisierung von E. Oft geniigt es im Rahmen dieser Vorlesung, die
charakterisierende Eigenschaft einfach hin zu schreiben. Will man, beispiels-
weise, die natiirlichen Zahlen zu einer Menge zusammenfassen, so schreibt
man auch einfach: {z : = ist eine natiirliche Zahl}. Abzdhlbare aber un-
endliche Mengen werden — etwas schlampig — auch durch Angabe der ersten
Elemente und nachfolgenden Piinktchen notiert: {ni,ns, ns,...}. Z.B. kann
man dann die natiirlichen Zahlen wie folgt angeben: {1,2,3,...}.

1.1.2 Die leere Menge

Aus mathematischen Griinden, die genau zu erldutern hier zu weit fithren
wiirde, wird in der Mengenlehre auch eine Menge angenommen, die keine
Elemente besitzt. Die so genannte leere Menge. In Zeichen: (). Mit Hilfe
von charakterisierenden Eigenschaften wird diese auch wie folgt definiert:

0 ={x:x+#ux}

Intuitiv bedeutet dies, dass es kein Objekt gibt, welches mit sich selbst nicht
identisch ist. Eine Zusammenfassung solcher Elemente, die es nicht gibt, ist
dann “leer”, bildet die leere Menge.

1.1.3 Identitdat von Mengen

Zwei Mengen A und B sind genau dann identisch, in Zeichen A = B, wenn
sie die selben Elemente besitzen.

Da es bei der Identitéat von Mengen nur darauf ankommt, welche Elemen-
te sie besitzen, kommt es bei der Notation von Mengen auf die Reihenfolge
der Angabe der Elemente nicht an. Beispielsweise gilt:

{a,b,¢,d} = {b,d,c,a}

1.1.4 Machtigkeit von Mengen

Unter der Michtigkeit einer Menge versteht man die “Anzahl” ihrer
Elemente. Die Méchtigkeit einer Menge A wird | A| notiert. Beispielsweise ist
die Méchtigkeit der Menge der ersten fiinf natiirlichen Zahlen 5. In Zeichen:

{1,2,3,4,5}| =5
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Die obige Charakterisierung ist nicht als Definition zu verstehen. Den Begrift
der “Méachtigkeit einer Menge” mathematisch exakt zu fassen, geht iiber
den Rahmen dieser Vorlesung weit hinaus. Es geniigt hier in rein intuitiver
Weise zwischen drei Arten von Mengen hinsichtlich ihrer “Méchtigkeiten”
zu unterscheiden: 1.) Endliche Mengen. Das sind Mengen, deren Elemente
man aufzéhlen kann und hierbei (zumindest im Prinzip) “zu einem Ende
kommt”. 2.) Abzahlbar unendliche Mengen. Hierbei mégen die natiirlichen
Zahlen als Beispiel dienen. “Man kommt beim Aufzéhlen zu keinem Ende”,
es gibt keine “grofite natiirliche Zahl”. Es sei aber darauf hingewiesen, dass
auch die rationalen Zahlen abzihlbar sind. 3.) Uberabzihlbar unendliche
Mengen. Als Paradigma hierfiir mégen die reellen Zahlen dienen.

Hinweise: 1.) Die Michtigkeit der leeren Menge ist 0: |§] = 0. 2.) die
Michtigkeit einer Einermenge ist 1: [{a}| = 1.

1.1.5 Die Teilmengenbeziehung

Eine Menge A ist Teilmenge einer Menge B genau dann, wenn jedes Element
von A auch Element von B ist.

In Zeichen:

ACB gdw a€A=a€B

“gdw” ist eine Abkiirzung fiir “genau dann, wenn”. Das Zeichen “C” heifit
Teilmengenzeichen. Es gilt immer: A C A.

Gilt A C B und enthélt B ein Element, welches kein Element von A ist, so
sagt man auch “A ist echte Teilmenge von B”.

Verschiedentlich wird fiir die Teilmengenbeziechung auch das Symbol C ver-
wendet, wobei dann das Symbol C nur die echte Teilmengenbeziehung an-
zeigt.

Hinweis: Die Teilmengenbeziehung ist nicht mit der Elementschaftsbezie-
hung zu verwechseln: A € A ist immer falsch! Ebenso fiir Elemente a:
a € a. Es gilt jedoch fiir jede Menge A: ) C A.

Hinweis: Zum Verhéltnis von Miéchtigkeiten zweier Mengen A und B,
fiir welche A C B gilt, ist anzumerken, dass aus A C B nicht folgt
|A| < |B|. Beispielsweise sind die natiirlichen Zahlen und die rationalen
Zahlen abzdhlbar unendlich. Die natiirlichen Zahlen sind jedoch eine echte
Teilmenge der rationalen Zahlen.
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Hinweis: Die Identitét zweier Mengen kann durch die Teilmengenbeziehung
wie folgt ausgedriickt werden:

A=B gdw ACB und B CA.

1.1.6 Das Komplement einer Menge

Das Komplement einer Menge A beziiglich einer explizit oder (meist) impli-
zit angenommenen Universalmenge U, A C U, ist die Menge der Elemente
von U, die kein Element von A sind. Dies wird wie folgt notiert: A. Will
man die Universalmenge U mit notieren, so schreibt man auch a7

In Zeichen:

A={z:x¢ A}

1.2 Verkniipfungen von Mengen

Es werden drei Mengenverkniipfungen besprochen: Die Vereinigung von
Mengen, der Durchschnitt von Mengen und die Differenz zweier Mengen.

1.2.1 Vereinigung von Mengen

1. Die Vereinigung zweier Mengen:

Seien A und B zwei Mengen, so ist die Vereinigung dieser Mengen, in
Zeichen:

AUB

die Menge, die aus allen Elementen besteht, die Elemente von A oder von
B (oder von beiden)® sind.

Formal notiert:
AUB={z:x€ A oder z¢€ B}

Beispiel: Sei A = {a,b,c,d} und B = {a,d, e, f},soist AUB = {a,b,c,d,e, f}

'Tm Folgenden ist “oder”, wie es in der Logik und Mathematik iiblich ist, immer im
Sinn von “entweder ... oder ... oder beides”, also nicht-ausschlieend, zu verstehen.
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2. Vereinigung von mehr als zwei aber endlich vielen Mengen:

Seien Ay, ..., A, n Mengen, so ist die Vereinigung dieser n Mengen, in Zei-
chen:

n

JAai=4u4,0..u4,

i=1
die Menge, die aus den Elementen besteht, die Element mindestens einer
der Mengen Ay, .., A, ist.

Formal notiert:

UAi ={r:2x €A oder ze€ A, oder.oder ze€A,}

=1

Beispiel: Sei nun n = 4, die Vereinigung der Mengen Ay, A,, Az, A4, wobei
gilt: Ay = {a,b,d}, Ay = {a,b,c}, A3 = {r,s}, Ay = {a,b, f,r}, so ist

4
UAz = {(I,b,C,d,f,T,S}
=1

Hinweis: Bei der Bildung von Vereinigungen, kommt es nicht auf die Rei-
henfolge an. Es ist, beispielsweise, AUB = BUA und A UAs UA3U Ay =
Ay UA U A3 U As.

1.2.2 Durchschnitt von Mengen
1. Der Durchschnitt zweier Mengen:

Seien A und B zwei Mengen, so ist der Durchschnitt dieser Mengen, in
Zeichen:

ANB

die Menge, die aus allen Elementen besteht, die Elemente von A und von
B sind.

Formal notiert:

ANB={z:x€ A und x€ B}

Beispiel: Sei A = {a,b,¢,d} und B ={a,d,e, f}, soist AN B = {a,d}
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2. Durchschnitt von mehr als zwei aber endlich vielen Mengen:

Seien Ay, ..., A, n Mengen, so ist der Durchschnitt dieser n Mengen, in
Zeichen:

(Ai=AinAn..NA,

i=1
die Menge, die aus den Elementen besteht, die Element einer jeden der
Mengen Ay, .., A, ist.

Formal notiert:
ﬂAi ={z:x€A; und x€ Ay und..und =z € A,}
i=1

Beispiel: Sei nun n = 4, der Durchschnitt der Mengen A;, Ay, A3, A4, wobei
gilt: Ay = {a,b,d}, Ay = {a,b,c}, As = {a,r,s}, Ay = {a,b, f, 7}, so ist

mAi = {a}

Hinweis: Bei der Bildung von Durchschnitten, kommt es nicht auf die Rei-
henfolge an. Es ist, beispielsweise, ANB = BNAund A;NAsNA3sN A, =
Ay NAT N A3N A,

1.2.3 Mengendifferenz

Seien A und B zwei Mengen, so ist die Differenz von A (Mengen-)minus
B, in Zeichen

A\ B

die Menge, die aus den Elementen besteht, die Elemente von A aber nicht
von B sind.

Formal notiert:

A\B={z:2x€ A undnicht z€B}={r:2€ A und =z ¢ B}

Bei der Mengendifferenz ist zu beachten, dass im Allgemeinen gilt:

A\B+#DB\ A
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Beispiel: Sei A = {a,b,¢,d,r, s} und B = {c,e, 1}, soist A\B = {a,b,d, s}.
Es ist jedoch B\ A = {e}.

Hinweis: Seien die Mengen A und B nun beziiglich einer Universalmenge
U, dh. wa.,, A C U und B C U, betrachtet, dann ist A = U \ A und
B=U\ B. Es ist ferner A\ B=ANDB.

1.3 Venn-Diagramme

1.4 Potenzmenge

Die Potenzmenge ciner Menge A, in Zeichen p(A) ist die Menge aller
Teilmengen von A. Die Potenzmenge einer Menge A “entsteht” somit —
anschaulich gesprochen — dadurch, dass man alle Teilmengen einer Menge
betrachtet und diese zu einer weiteren Menge zusammenfasst, deren Ele-
mente sie dann sind.

Beispiel: Sei A ={a,b,c}, dann hat A die Teilmengen

DcAACA

{a} A {b} C A {c} C A

{a,0} C A, {b,c} C A, {a,c} C A

Fasst man diese Teilmengen zu einer weiteren Menge zusammen, so ergibt
sich die Potenzmenge von A:

o(A) ={0, A, {a},{b},{c}, {a,b},{b,c},{a,c}}. Es gilt, beispielsweise

{a} € p(A) sowie A € p(A) und 0 € p(A).

Hinweis: Die Méchtigkeit der Potenzmenge einer endlichen Menge A mit n
Elementen, |A| = n, ist 2" |p(A)| = 2". Das Verhéltnis der Méchtigkeiten
unendlicher Mengen und der Méchtigkeit ihrer Potenzmengen ist mathema-
tisch tiefer liegender Natur und fiihrt u. A. zu den verschiedenen Kontinu-
umshypothesen.

1.5 “Rechenregeln” fiir Mengen

Die oben aufgezeigten Operationen und Verkniipfungen von Mengen kénnen
auch “kombiniert” werden. Dies ergibt die nachstehenden “Rechenregeln”.
Diese wurden teilweise schon im Text angesprochen.

1. A= A, d.h., die zweifache Komplementbildung fiihrt wieder zur “Aus-
gangsmenge” .
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2. AUA = Aund AN A = A. Dieser Zusammenhang wird auch als
Idempotenzgesetz bezeichnet.

3. AUB=BUAund AN B = BN A. Dieser Zusammenhang wird auch
als Kommutativgesetz bezeichnet.

4. (AUB)UC =AU (BUC)und (ANB)NC = An(BNC(C). Hierbei
kann die Klammerung intuitiv wie folgt verstanden werden: Die Ver-
kniipfung innerhalb der jeweiligen Klammer wird zuerst durchgefiihrt
und dann wird auf das Ergebnis die Verkniipfung mit der verbleiben-
den Menge durchgefiihrt. Die beiden Zusammenhénge werden auch
Assoziativgesetz genannt.

5. AU(BNC) = (AUB)N(AUC) und AN(BUC) = (ANB)U(ANC).
Dieser Zusammenhang heiffit auch Distributivgesetz.

6. AUB =ANBund ANB = AU B. Diese Zusammenhinge heiBen
de Morgansche Regeln.

Empfehlung: Verdeutlichen Sie sich die obigen Regeln mit Hilfe von
Venn-Diagrammen.

1.6 Das kartesische Produkt

Die Bildung kartesischer Produkte ist aus der Schule schon bekannt.
Beispielsweise ist ein zweidimensionaler Vektorraum (die “Zeichene-
bene”) u.a. das zweifache kartesische Produkt der Menge der reellen
Zahlen. Der dreidimensionale Vektorraum ist entsprechend das drei-
fache kartesische Produkt der reellen Zahlen.

Ausgehend von n Mengen Aj,..., A, kommt man zum kartesischen
Produkt dieser Mengen indem man aus jeder Menge jeweils ein Ele-
ment “nimmt”, a; € A, as € Ay usw. bis a, € A,, und diese n
Elemente zu einem so genannten n - Tupel wie folgt “zusammen-
fasst”: (a1, as, ...,a,). Ist n = 2 so spricht man allgemein nicht von
einem 2-Tupel sonder von einem geordneten Paar oder einfach von
einem Paar. Bei diesem Vorgehen ist es wichtig, dass innerhalb der
runden Klammern die Reihenfolge zu beachten ist: An der ersten Stel-
le steht ein Element aus Ap, es wird auch als erste Komponente von
(a1, as, ..., a,) bezeichnet. An der zweiten Stelle steht ein Element aus
Ay — als zweite Komponente von (aq, as, ..., a,) bezeichnet, usw. An
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der n-ten und letzten Stelle steht ein Element aus A,,, die n-te Kom-
ponente. Allgemein bezeichnet man das Element, welches an der i-ten
Stelle des n-Tupels steht, als i-te Komponente. Die Zusammenfassung
aller dieser so entstandenen n-Tupel zu einer Menge ergibt dann das
n-fache kartesische Produkt der Mengen Ay, ..., A,. In Zeichen:
Al x ... x A,

Wichtig bei der Bildung von kartesischen Produkten und Tupeln ist
die Reihenfolge der Komponenten. Ferner ist es moglich, dass zwei
Komponenten gleich sind. Der zweidimensionale Vektorraum der re-
ellen Zahlen, beispielsweise, ist ein kartesisches Produkt von IR und
IR: IR x IR oder IR? notiert. Der Vektor (1,0), er hat die erste Kom-
ponente 1 und die zweite Komponente 0, ist von dem Vektor (0, 1)
verschieden. Dieser hat als erste Komponente 0 und als zweite 1. Fer-
ner ist das geordnete Paar, der Vektor, (1, 1), wohldefiniert.

Beispiel: Das 3-fache kartesiche Produkt A; x Ay x A; der Mengen

Ay ={a,b}, Ay = {a,d, e} soll gebildet werden. Es ist dies die Menge

die aus folgenden 3-Tupeln besteht:

(a,a,a),(a,a,b),(a,d, a),(a,d,b), (a,e a),(a,eb)

(b,a,a), (b,a,b),(b,d,a),(b,db),(be, a),(beb).

Somit ist das kartesische Produkt:

Ay x Ay x Ay ={(a,a,a),(a,a,b), (a,d,a), (a,d,b), (a,e, a),(a,eb),
(b,a,a), (b,a,b),(b,d,a),(bdb),(be,a),(beb)}

1.7 Abbildungen

Ein wichtiger Begriff nicht nur der Mengenlehre sondern der Mathematik ist
der Begriff der Abbildung oder Funktion.? Im Laufe der Vorlesung werden
wir es mit spezielleren Arten von Funktionen zu tun haben: stetige Funktio-
nen und differenzierbare Funktionen oder linearen Abbildungen (Funktio-
nen), wie sie meist aus dem Schulunterricht bekannt sind. Der allgemeinere
Begriff einer Funktion bzw. Abbildung ist jedoch von Nutzen.

Intuitiv gesprochen, ist eine Abbildung, kurz mit f bezeichnet, eine Bezie-
hung zwischen zwei Mengen, D und W, die jedem Element d € D genau ein
Element w € W zuordnet: in Zeichen, f(d) = w. Hierbei wird die Menge D

2In dieser Vorlesung werden die Bezeichnungen “Abbildung” und “Funktion” synonym
verwendet.
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als Definitionsbereich der Abbildung f und die Menge W als Wertebe-
reich der Abbildung (Funktion) f bezeichnet. Man sagt auch w ist Wert
von d beziiglich der Funktion f. Oder kurz, wenn kein Missversténdnis zu
befiirchten ist, w ist Wert von d (wenn klar ist, welche Funktion gemeint
ist) oder w ist Wert von f bzw. w ist im Wertebereich von f. Man notiert
eine Abbildung ausfiihrlich wie folgt:

f+D — W
d — w (1.1)
bzw.:
f:D — W
w o= 1) (12)
Oder manchmal verkiirzt:
f:D—W

Hinweise: 1.) Eine Abbildung ist nur dann vollstindig bestimmt, wenn
Definitions- und Wertebereich angegeben sind. 2.) Ein Element w des Wer-
tebereichs kann verschiedenen Elementen des Definitionsbereiches zugeord-
net werden: w = f(d;) = f(ds). 3.) Nicht jedes Element des Wertebereichs
muf einem Element des Definitionsbereichs als Wert zugeordnet werden.

Beispiele: Sei D = {d;,dy, ds,ds} und W = {wy, wy, w3, wy}.

1. Die Zuordnung f(d;) = w;, 1 = 1, ..., 4 ist eine Abbildung.

2. Die Zuordnung ¢g(d;) = g(ds) = w1, g(ds) = g(ds) = w3 ist ebenfalls
eine Abbildung. Hierbei kommen die Elemente ws € W und wy € W
nicht als Wert von ¢ vor.

3. Die Zuordnung h(dy) = wy, h(dy) = we, h(ds) = w3 ist keine Abbil-
dung, weil einerseits dem Element d; zwei Elemente, w; und ws, aus
W zugeordnet werden und andererseits, weil den Elementen d; und
dy kein Element von W zugeordnet wird.
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1.7.1 Bildmenge und vollstindiges Urbild einer Ab-
bildung

Bildmenge: Sei f : D — W eine Abbildung, dann heifit die Menge

f(D)={weW:esgibtein deD mit w= f(d)}
Bildmenge der Abbildung f. Es gilt immer f(D) C W.

Hinweise: Im obigen Beispiel ist bei Nummer 1. f(D) = W und bei Num-
mer 2. g(D) = {wy,ws} C W die Bildmenge von f bzw. g.

Vollstindiges Urbild: Sei f : D — W eine Abbildung und V" C W, so
heifit die Teilmenge von D, die alle diejenigen Elemente d € D enthélt, fiir
welche f(d) € V gilt, das vollstdndige Urbild von V unter (beziiglich)
f, in Zeichen f~1(V). Oft sagt man auch einfach: “Urbild von V”. Formal
wird obiges wie folgt ausgedriickt:

f'(V)y={deD: f(d) eV}

1.7.2 Injektive, Surjektive und Bijektive Abbildungen

Drei wichtige Arten von Abbildungen sind injektive, surjektive und bijektive

Abbildungen:
Sei f: D — W eine Abbildung, dann heifit die Abbildung

1. injektiv genau dann, wenn jedes w € f(D) Wert genau eines d € D
ist, formal ausgedriickt:

f(d) = f(dy) = d1 = ds

Hierbei steht das Zeichen “==", wie noch h&ufiger in dieser Vorlesung,
als Abkiirzung fiir “wenn ... gilt, dann gilt ...”.

2. surjektiv genau dann, wenn jedes w € W Wert eines d € D ist,
formal ausgedriickt:

W = f(D),

3. bijektiv genau dann, wenn f injektiv und surjektiv ist.

Beispiele: Sei D = {dl, d27 d37 d4} und W = {wl, Wa, W3, U}4}.
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1. Die Abbildung f : D — W mit f(d;) = w;, i = 1,...,4 ist eine
injektive und surjektive Abbildung, somit eine bijektive Abbildung.

2. Die Abbildung ¢g : D — W mit g(d;) = g(d2) = wy, g(d3) = g(ds) =
ws ist eine Abbildung, die weder injektiv noch surjektiv ist.

3. Sei V' = {v1,vy,v3}. Die Abbildung h : D — V mit h(d;) = vy,
h(ds) = h(dy) = ve, h(d3) = vs ist eine surjektive aber keine injektive
Abbildung.

4. Sei E = {e1, €9, €3} und die Abbildung r : E — W wie folgt definiert:
r(e1) = wy,r(e3) = wy,r(e3) = ws. 1 ist eine injektive Abbildung, die
nicht surjetiv ist. Sei insbesondere V = {w,}, dann ist r=1(V) = 0.

Spezielle Funktionen bzw. Abbildungen werden in Beispielen an geeigneter
Stelle besprochen.

1.7.3 Die inverse Abbildung

Ist f: D — W eine bijektive Abbildung, so ist deren inverse Abbildung
(kurz: Inverse) erkldrt. Diese Abbildung hat 1 als Definitionsbereich und
D als Wertebereich und ordnet jedem w € W dasjenige d € D zu, fiir
welches f(d) = w gilt. Die inverse Abbildung zu bijektiven Abbildung f
wird wie folgt notiert:

7w — D
w o = fTHw)

f~Hw) ist dasjenige d € D, fiir welches f(d) = w gilt. f~1 ist tatséchlich
eine Abbildung, da f als bijektiv vorausgesetzt war: f war somit injektiv,
d.h. jedes w € f(D) war genau einem d € D zugeordnet und da f auch
surjektiv ist, gilt f(D) = W. Somit kann jedem w € W genau ein d € D
zugeordnet werden, dasjenige, dessen Wert w jeweils ist.
Es hat sich eingebiirgert, notationell nicht zu unterscheiden, ob das Zei-
chen f~! das vollstindige Urbild oder die Inverse von f anzeigt. Trotzdem
sind vollstédndiges Urbild und Inverse verschiedene Objekte. Die Inverse ist
eine Abbildung von W nach D, das vollstdndige Urbild hingegen ist eine
Abbildung von (W) nach p(D).

1.7.4 Komposition von Abbildungen

Unter der Komposition zweier oder mehrerer Abbildungen versteht man —
anschaulich gesprochen — das hintereinander Ausfithren dieser Abbildun-
gen. Diese Hintereinanderausfithrung oder Komposition von Abbildungen
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ist wieder eine Abbildung. Damit dies durchgefithrt werden kann, miissen
Definitions- und Wertebereiche jeweils “zueinander passen”.

1. Komposition zweier Abbildungen:

Seien f : D — W und g : W — C zwei Abbildungen, so kann man
die Komposition dieser Abbildungen wie folgt durchfiihren: Man bildet
zunéchst die Elemente von D auf ihre jeweiligen Werte in W ab und dann
diese Werte vermoge der Abbildung g, die ja W als Definitionsbereich hat,
auf ihre Werte unter g, welche Elemente von C' sind. Sei d € D, dann ist
f(d) € W, somit im Definitionsbereich von g. Man kann also g(f(d)) € C
bilden. g(f(d)) ist somit der Wert von d € D unter der Komposition der
Abbildungen f und g. Die Komposition zweier Abbildungen f und g wird
wie folgt notiert g o f, rechts steht die zuerst durchzufithrende Abbildung,
links die darauf anzuwendende. g o f ist eine Abbildung von D in C. In
Zeichen:

gof: D — C
i g(f(d))
Manchmal notiert man auch kurz und iibersichtlich:
f g

D—W —C

Hinweis: Ist f : D — W eine bijektive Abbildung, so ist ihre Inverse
f~1: W — D ebenfalls bijektiv und deren Komposition f~tof: D — D
die identische Abbildung (kurz auch: die Identitédt) auf D. D.h. fiir alle
d € Dgilt f~'(f(d)) = d. Die identische Abbildung wird auch mit id notiert,
f~to f =id . Entsprechend ist die Komposition fo f=t : W — W die
identische Abbildung auf W.

Beispiel: Sei D = {d;,ds,ds}, W = {1,2,3} und C = {a, ¢, d}, sowie
f:D— mit f(d;) =4,i=1,2,3und g : W — C mit

g(1) =b,9(2) =¢,9(3) =a,dann ist go f : D — C mit

g9(f(dr)) = b,9(f(d2)) = ¢, g(f(d3)) = a.

Vorschlag: Rechnen Sie nach, dass fo f~' : W — W die Identitéit auf
W ist. Zeigen Sie ferner, dass (go f)™!' = f~tog! gilt.

1.8 Spezielle Zahlenmengen (Ubung)

Im Laufe der Vorlesungen werden uns immer wieder spezielle Zahlenmengen
begegnen. Sie seien im Folgenden kurz angegeben, wobei es vor allem auf
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die Notation ankommt.

1. Mit IN sei die Menge der natiirlichen Zahlen bezeichnet: IN = {1,2,3,...}.
Wenn nichts anderes vermerkt wird, beginnen in dieser Vorlesung die
natiirlichen mit 1. Es gibt auch andere Festlegungen, die die natiirlichen
Zahlen mit 0 beginnen lassen. Hierfiir wird in dieser Vorlesung IN|
geschrieben

2. Mit Z werden die ganzen Zahlen bezeichnet: Z = {..., —2,-1,0,1,2, ...}

3. Mit Q werden die rationalen Zahlen bezeichnet:

Q={g:¢q=% mit r€Z und scZ}
4. Mit IR werden die reellen Zahlen bezeichnet.
5. Mit C werden die komplexen Zahlen bezeichnet.

Intervalle: Ein wichtige Klasse von Teilmengen reeller Zahlen bilden die
Intervalle.

1. Seien a,b € IR mit a < b, so heifit die Menge

la,b] ={z € IR :a<x<b}

das abgeschlossene Intervall von a bis b. Bei einem abgeschlossenen
Intervall gehoren beide Endpunkte zum Intervall. Bei abgeschlosse-
nen Intervallen ist @ = b moglich. Es ist in diesem Fall [a,a] = {a}
und man spricht auch von einem “degenerierten” Intervall.

2. Seien a,b € IR mit a < b, so heifit die Menge

la,b[={z € IR:a <z < b}

das offene Intervall von a bis b. Bei einem offenen Intervall gehéren
die beiden Endpunkte nicht zum Intervall. Bei offenen Intervallen ist
a = b nicht moglich, denn die Menge {z € IR : a < x < a} ist die
leere Menge und gilt nicht als Intervall.

3. Seien a,b € IR mit a < b, so heifit die Menge

la,b] ={z € IR :a <z < b}
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das nach unten offene (oder halboffene) Intervall von a bis b. Bei die-
sem Intervall gehort der untere Endpunkt nicht zum Intervall, jedoch
der obere Endpunkt. Auch hier ist ¢ = b nicht moglich, denn die
Menge {x € IR : a < x < a} driickt einen Widerspruch aus.

4. Seien a,b € IR mit a < b, so heifit die Menge

l[a,b[={z € IR:a < x<b}

das nach oben offene (oder halboffene) Intervall von a bis b. Bei diesem
Intervall gehort der untere Endpunkt zum Intervall, nicht jedoch der
obere. Analog wie oben ist auch hier a = b nicht moglich.

Die vier oben angesprochenen Intervalle sind beschrinkte Intervalle. Grob
und intuitiv gesprochen bedeutet “beschriankt” hier, dass die oberen und
unteren Endpunkte (manchmal auch Grenzen genannt) reelle Zahlen sind.
Hinzu kommen noch die (nach oben oder unten) unbeschrinkten Inter-
valle.

1. Die reellen Zahlen IR werden auch als unbeschrinktes Intervall aufge-
fasst und manchmal auch mit | — oo, oo[ bezeichnet. Hierbei bezeichnet
“o00” bzw. “—o0” die “unendlich fernen Punkte”, die nicht zu den re-
ellen Zahlen gezahlt werden.

2. Sei a € IR, so heifit

| —o0,al ={zr € IR:x < a}

nach unten unbeschrinktes halb abgeschlossenes Intervall. Der End-
punkt a gehort zum Intervall.

3. Sei a € IR, so heifit

| —o0,al={x € IRz < a}

nach unten unbeschréanktes offenes Intervall. Der Endpunkt a gehort
nicht zum Intervall. Ein Spezialfall hiervon ist das Intervall der ne-
gativen reellen Zahlen: IR_ =| — o0, 0].

4. Sei a € IR, so heif3t

la,0[={zr € IR : x> a}
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nach oben unbeschrianktes halb abgeschlossenes Intervall. Der End-
punkt a gehort zum Intervall.

5. Sei a € IR, so heifit

la,00l={z € IR: x> a}

nach oben unbeschrianktes Intervall. Der Endpunkt a gehort nicht
zum Intervall. Ein Spezialfall hiervon ist das Intervall der positiven
reellen Zahlen: IR, =|0, oo.

1.9 Vollstindige Induktion

“Vollstandige Induktion” ist ein Verfahren, mathematische Aussagen zu be-
weisen, die fiir alle natiirlichen Zahlen einer Teilmenge von IN, der Gestalt
n > ng,ng € INy gelten sollen. Eine typische Aufgabenstellungen ist, bei-
spielsweise, “Zeigen Sie, dass fiir alle n > 0 die Gleichung > i = n(”;l)
gilt.”, oder: “Zeigen Sie, dass fiir alle n > 1 die Ungleichung 2" > n gilt.”.
Mittels “Vollstandiger Induktion” werden solche Aussagen nun wie folgt
bewiesen:
In einem ersten Schritt, dem so genannten Induktionsanfang, zeigt man,
dass die Aussage fiir die erste natiirliche Zahl, fiir die sie gelten soll — ny —,

tatsdchlich gilt. In unseren Beispielen wére das:

1. fiir ng = 0: Z?:Oi:():%

2. bzw. im zweiten Beispiel fiir ng =1: 21 =2 > 1

In einem néchsten Schritt, der so genannten Induktionsannahme, geht
man davon aus, dass die Aussage fiir ein beliebiges n > ng gilt. In unseren
Beispielen wire das:

1. fiir ein beliebiges n > ng =0 gilt: Y (i = n(n;l)

2. fiir ein beliebiges n > ng =1 gilt: 2" > n

In einem dritten Schritt, dem so genannten Induktionsschritt, wird
dann gezeigt, dass unter der Annahme, dass die Behauptung fiir ein belie-
biges n > ng richtig ist, die Behauptung auch fiir das nachfolgende n + 1
richtig ist. In unseren Beispielen ist dieser Schritt wie folgt:
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1. Erstes Beispiel, Schritt von n auf n+ 1: S04 i = (300 4) + (n + 1).

Hier wird die Summe nur umgeschrieben, um die Induktionsannahme
n

“einsetzen” zu konnen: (3" 1) + (n+1) = % + (n+1).

Weiteres Umformen der letzten Gleichung ergibt dann:
n(n2+1) + (n + 1) _ n(n2+1) + 2(n2+1) _ (n+1)2(n+2)
Aussage bewiesen.

. Hiermit ist dann die

2. Zweites Beispiel, Schritt von n auf n+1: 2" = 272, Auch hier wurde
die rechte Seite der zu beweisenden Ungleichung nur “umgeschrieben”,
um die Induktionsannahme “einsetzen” zu koénnen:

27Tl = 272 > n2 =n +n.
Weiteres dquivalentes Umformen ergibt dann
2 =2" >p+1—-14n=(n+1)+(n—-1).

Da nach Induktionsannahme n > 1 ist, ist der zweite Summand > 0,
somit gilt die Abschétzung

2"t =272 > (n+4+1) + (n — 1) > n + 1. Mithin ist die Behauptung
bewiesen.

Die Intuition, von der sich das Verfahren der “Vollsténdigen Induktion”
leiten lésst, ist die folgende: Wenn eine Aussage (Gleichung, Ungleichung,
etc.) A(n) fir alle n > ng gelten soll und gezeigt werden kann, dass sie
fiir ng gilt und wenn weiter gezeigt werden kann, dass — allgemein — aus
der “Richtigkeit” der Aussage A(n), die Richtigkeit der Aussage A(n + 1)
folgt, so ist mit A(ng) die Aussage A(ng + 1) “richtig” und mit dieser die
Aussage A(ng + 2) usw. “durch alle n > ngy hindurch”. Diese Intuition, so
einleuchtend sie auch erscheinen mag, ist streng mathematisch nicht trivial.
Gewdhnlich wird sie axiomatisch in der jeweils zugrunde gelegten Mengen-
theorie verankert: durch ein so genanntes “Induktionsaxiom”. Fiir unsere
Zwecke geniigt es jedoch, Induktion als schematische Beweisverfahren zu
betrachten.

Zusammenfassend sind folgende Schritte bei einem Beweis durch “Vollstandige
Induktion” durchzufithren. Die Aufgabenstellung lautet allgemein: Es soll
gezeigt werden, dass eine Ausssage A(n) fir alle n > ng,ng € IN gilt. Der
Beweis ist wie folgt zu fithren:

1. 1.Schritt, Induktionsanfang: Zeige, dass A(ng) gilt. Dies geschieht
meist durch einfaches “Nachrechnen”.
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2. 2.Schritt, Indktionsannahme: Es wird angenommen, dass A(n) fiir
n > ng gilt. Hier ist nichts weiter zu tun als A(n) (gewohnlich eine
Gleichung, Ungleichung, etc.) nochmal in Abhéngigkeit von n aufzu-
schreiben.

3. 3. Schritt, Induktionsschritt: Hier ist nachzuweisen, dass aus der
Giiltigkeit von A(n) die Giiltigkeit von A(n + 1) folgt. Zu diesem
Nachweis ist die Induktionsannahme zu verwenden. Es ist dies der
rechnerisch/mathematisch anspruchsvolle Schritt. Ein “Kochrezept”
hierfiir gibt es nicht. In der Ubung werden Aufgaben dazu gerechnet.
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Kapitel 2

Folgen, Reihen

Folgen und Reihen werden, wie noch zu sehen sein wird, in der Finanzma-
thematik vielfach verwendet.

2.1 Folgen

Ein einfithrendes Beispiel: Ein Betrag, K, wird angelegt und mit 5% Zin-
sen jahrlich verzinst. Wie entwickelt sich das angelegte Kapital iiber die
Jahre hinweg?

Im ersten Jahr betragt das einmal verzinste Anfangskapital K (Der Index
1 zeigt an, dass es sich um das erste Jahr handelt.):

Kl - KO + 1S;0K0

Im zweiten Jahr wird K; zu den gleichen Konditionen weiterverzinst. Das

Kapital nach zwei Jahren betrigt dann:

P 5 P P D \2
Ko=Ki +—K =K1+ —)=Kg(1+—-—)1+ )= Ky(1+—
2 1+100 1 1( +100) of +100)( +100) of +100)

Im dritten Jahr wird K5 zu den gleichen Konditionen weiterverzinst. Das
Kapital nach drei Jahren betrdagt dann:

p 5 JZN) p P 3
Ks=Ky+ Ky = Ky(14+ —) = Kog(1+-")2(14+—) = Ko(1+ ——
3 2+100 2 o +100) of +100)( +100) of +100)

Allgemein wird im n-ten Jahr das Kapital vom Vorjahr K,,_; zu den gleichen
Konditionen weiterverzinst. Das Kapital nach n Jahren betriagt dann:

25
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Kn = anl‘i‘Lanl

100
P P \n-1 p
i +100) ol +100> ( +100>
P
= Ko(1+-—2)n
of +100)

Die Entwicklung des Kapitals {iber die Jahre hinweg kann somit ange-
geben werden als Ky, K1, Ko, ..., K,,,... mit der Angabe des “allgemeinen
Bildungsgesetzes”

p
K, = Ko(1 + —)"
of +100)

Die Entwicklung Ky, K1, Ko, ...., K,, ... stellt eine Folge dar. Hierbei wurde
jedem Jahr, 1,2, .... der Ertrag K;, Ko, ... zugeordnet. In das “allgemeine
Bildungsgesetz” ging das Anfangskapital K, der Zinssatz p und die Laufzeit
n ein. Hiermit sind alle Kenngrofien dieser Folge angesprochen.

2.1.1 Definition von Folgen

Definition 1 Fine reelle Folge ist eine Abbildung von einer Teilmenge D C
IN U {0}, deren Elemente der natiirlichen Ordnung der natirlichen Zahlen
folgen, in die reellen Zahlen IR:

a:D— IR

a(n) wird als a,, notiert. a, heifst n-tes Glied der Folge oder n-tes Folgen-
glied.

Folgen werden auch einfach (a, : n € D), (a,) oder (a,)nep notiert.

Die n € D werden auch Indizes der Folge genannt; entsprechend D auch
Indexmenge.

Hinweise: 1.) Anstelle von IN U {0} schreibt man auch IN;. 2.) Konkret
wird eine Folge angegeben durch Angabe des allgemeinen Gliedes und des
Definitionsbereiches, beispielsweise a,, = n%, n € IN. Dies ergibt die Folge
ay = 1,&2 = 4,&3 = 9,

Man unterscheidet endliche und unendliche Folgen:

Definition 2 FEine Folge (a, : n € D) heifit endlich, wenn D eine endliche
Teilmenge von INy ist. Sonst heifst eine Folge unendlich.
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Hinweise: 1.) Da meist unendliche Folgen betrachtet werden, sagt man
auch fiir unendliche Folgen einfach “Folge” und kennzeichnet nur endliche
Folgen. 2.) Folgen haben meist die natiirlichen Zahlen IN als Definitions-
bereich oder die natiirlichen Zahlen ab einem Anfangswert, beispielsweise
n > 5: as, ag, ...
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Beispiele:
a,=n,ne€IN,ag =1,a0=2,a3 =3....
bn = 2”,71 > 2,@2 = 47 as = 8,@4 = 16....
n 1 2
n = ,n € INg,a9g =0,a1 = =, a0 = —....
C n 1 n 0, ao ay 9 as 3

d,=-nné€lIN,ag =—1,a0 = —2,a3 = —3....

2.1.2 Eigenschaften von Folgen

Einige Eigenschaften, die Folgen haben kénnen, sind fiir das Folgende wich-
tig. Beispielsweise ist die Folge der Kapitalentwicklung, wie sie einleitend
vorgestellt wurde, eine Folge, deren Glieder mit wachsendem Index immer
grofler werden. Es ist dies eine streng monotone Folge. Die unterscheiden-
den Begriffsbildungen sind wie folgt, hierbei sei nun der Einfachheit halber
D= {no,no +1,n0 + 2, } C INy:

Definition 3 Sei (a, : n € D) eine Folge, so heifit

1. (ap, : n € D) streng monoton wachsend, gdw. any1 > a, fir alle
n Z Ny,

2. (an :n € D) streng monoton fallend, gdw. any1 < a, fir alle n > no,

3. (a, : m € D) monoton wachsend, gdw. a,1 > a, fir alle n > ng,

4. (a, : n € D) monoton fallend, gdw. a,1 < a, fir alle n > ny.
Hinweis: Bei streng monotonen Folgen (wachsend oder fallend) muss das
jeweils folgende Glied echt grofler bzw. kleiner sein. Aufeinanderfolgende

Glieder diirfen also nicht identisch sein. Bei nur monotonen Folgen kénnen
aufeinanderfolgende Glieder auch identisch sein.



2.1. FOLGEN 29

Beispiele:

a,=n,n € IN,ag =1,a0=2,a3=3....

ist streng monoton wachsend.

bn = 2”,71 2 2,&2 = 4,@3 = 8,&4 = 16....

ist strend monoton wachsend.

ch=4,n2>2,a,=4,a3 =4,a4 =4....

ist monoton fallend und monoton wachsend. Sie ist eine sogenannte
konstante Folge.
Die Folge

d,=-n,n€IN,ag =—1,a0 = —2,a3 = —3....

ist streng monoton fallend.
Ein wichtiger Begriff ist auch der der (nach oben oder nach unten) be-
schriankten Folge. Das ist eine Folge, deren Folgenglieder mit wachsendem
Index nicht “beliebig grofl oder klein” werden kénnen.

Definition 4 FEine Folge (a, : n > ng) heifit

1. nach oben beschrinkt, gdw. es eine reelle Zahl a € IR gibt, mit a,, < a
fir alle n > ny,

2. nach unten beschrinkt, gdw. es eine reelle Zahl a € IR gibt, mit a,, > a
fur alle n > ng,

3. beschrdnkt, wenn sie nach oben und nach unten beschrdinkt ist; d.h. es
gibt reelle Zahlen a,b € IR mit a, < a und a, > b fir allen > ng .

a bzw. b heiffen obere bzw. untere Schranken der Folge.

Fine Folge heifit unbeschrinkt, wenn sie weder nach oben noch nach unten
beschrinkt ist.

Hinweise: 1.) Endliche Folgen sind immer beschrénkt. 2.) Obere und untere
Schranken sind nicht eindeutig bestimmt: Ist a eine obere (untere) Schranke
einer Folge, so ist jedes ¢ > a (¢ < a) auch eine obere (untere) Schranke der
Folge. 3.) Die kleineste obere Schranke einer Folge heift Supremum der
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Folge und die grofite untere Schranke heifit Infimum der Folge. Infima und
Suprema sind eindeutig bestimmt.

Beispiele:

an, =n,n € IN,a; =1,a, =2,a3 = 3....

ist nach unten beschrankt mit einer unteren Schranke 1.

bn = 2",n Z 2,@2 = 4,@3 = 8,0,4 = 16....

ist nach unten beschrankt mit einer unteren Schranke 4.

chn=4,n2>2a,=4,a3=4,a, =4....

ist beschrankt. 4 ist hier sowohl eine obere als auch eine untere Schranke
sowie Infimum und Supremum.

d,=-nné€lIN,ag =—1,a0 = —2,a3 = —3....

ist nach oben beschrankt. Eine obere Schranke ist 0.

2.1.3 Teilfolgen

Teilfolgen werden hier nur als unendliche Teilfolgen einer unendlichen Fol-
ge vorgestellt. Die Intuition ist, aus einer unendlichen Folge (a, : n > ng)
unendlich viele Folgenglieder auszuwéhlen. D.h., man betrachtet nur die
Folgenglieder zu einer Indexmenge, die eine unendliche Teilmenge der ur-
spriinglichen Indexmenge ist. Werden die Indizes der Ausgangsfolge mit n
bezeichnet, so bezeichnet man die Indizes der Teilfolge mit ny. Sei, beispiels-
weise a, = %,n € IN die betrachtete Ausgangsfolge, so ist die Folge der
Glieder mit geradzahligen Indizes (ag : k € IN), ag, = ﬁ7 (ng = 2,ny =
4,n3 = 6... oder ng = 2k) eine Teifolge von a,, = %, n € IN. Die Definition
lautet allgemein wie folgt:

Definition 5 Sei (a, : n € D) eine unendliche Folge und sei (ny : k > 0)
eine unendliche Folge mit n1 < no < ng < .... und ni € D fiir alle k > 0,
so heifst (an, : k > 0) Teilfolge von (a, : n > ng).

Beispiel: Die Folge (a,, : n € IN) sei wie folgt definiert:

an = { % n ungerade

" 1—1 ngerade
Hierbei ist eine Teilfolge die Teilfolge zu geradzahligen Indizes und die an-
dere Teilfolge eine Teilfolge zu ungeradzahligen Indizes.
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2.1.4 Konvergente Folgen

Ein wichtiger Begriff ist der Begriff der konvergenten Folge. Intuitiv heifit
“konvergent”, dass eine Folge mit wachsenden Indizes sich immer mehr ei-
nem Wert “néhert”. Beispielsweise wird die Folge a,, = % “immer kleiner”,
aber nicht negativ, sie “nédhert” sich dem Wert 0. Technisch: sie konvergiert

gegen 0. 0 heiffit dann auch Grenzwert oder Limes der Folge.

Bevor zur Definition einer konvergenten Folge und deren Limes iibergegangen
wird, einige Bezeichnungen oder Abkiirzungen: Das Zeichen V wird gelesen
“fiir alle”. Die Zeichenfolge Vo F'(x) wird gelesen als “fur alle x gilt F(z)”,
wobei F'(z) eine beliebige (auch komplexe) Eigenschaft, die allen x zukom-
men soll, bezeichnet. Oft schreibt man auch V. F(z), wobei die Piinktchen
eine Bedinung an x ausdriicken.

Das Zeichen 3 steht fiir “es gibt ein”. Entsprechend wird 3z F(x) gelesen
als “es gibt ein x, fiir welches F'(x) gilt”. Oft schreibt man auch: 3, F(z).
Diese Zeichen werden nun in der nachstehenden Definition verwendet.

Definition 6 FEine reelle Folge (a, : n > ng), heifst konvergent gegen den
Wert a € IR gdw.

Ves0INsne Vnsnla — a,| < €

Der Wert a heifst auch Limes oder Grenzwert der Folge (a, : n € D). Dies
wird auch wie folgt ausgedriickt:

lim a, = a
n—o0

Die Definition wird entsprechend der obigen Bemerkung wie folgt paraphra-
siert: “Fiir jede reelle Zahl € > 0 gibt es eine natiirliche Zahl N > ng, so
dass fiir jeden Index n > N der Abstand zwischen a,, und a kleiner als € ist :
la, — a] < e. Man kann € “noch so klein” wihlen, man findet immer unend-
lich viele aufeinanderfolgende Folgenglieder, deren Abstand von a kleiner
als € ist.

Beispiel: Im obigen Beispiel wurde gesagt, dass die Folge (% :n € IN)
gegen 0 konvergiert, dies sei nun anhand der Definition iiberpriift: Sei € eine
beliebige positive reelle Zahl. Man kann, da der Abstand zu Null “klein”
werden soll, gleich annehmen, dass 0 < € < 1 gilt. Dann ist % > 1. Man
wahle nun ein N € IN, fiir welches % < N gilt. Dies gibt es immer, da die

natiirlichen Zahlen nicht nach oben beschrénkt sind. Mit diesem N gilt nun
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% < € (Bruchrechnen) und somit fiir jedes n > N 1 < & < ¢ (Bruchrech-
nen). Bedenkt man noch, dass £ = |X| = |1 — 0] gilt, so ist die Erfiillung
der Konvergenzbedingung offensichtlich.

Eine wichtige Aussage den Zusammenhang monotoner Folgen und beschréankter

Folgen betreffend ist der nachstehende Satz:
Theorem 1 Jede monotone und beschrinkte Folge ist konvergent.

Zum Beweis: Sei a, monoton, wobei gleich angenommen werden kann
a, < a,y1 (andernfalls wiirde man die Folge —a,, betrachten). Da a,, zudem
beschréankt ist, gibt es ein ag und ein b mit ag < a,, < b fiir alle n € D. Fiir
ag kann das erste Folgenglied genommen werden. b sei ferner die kleinste
obere Schranke der Folge; d.h. fiir jede Zahl ¢, mit ¢ < b gibt es einen Index
N mit ¢ < ay. Da nun a, monoton ist, gilt dann auch fiir jedes n > N:
¢ < ay < a, und somit ¢ < a,, fiir n > N,n € D. Man Wihle nun ¢ = b —e,
€ > 0, dann gilt fiir jedes n > N;n € D b—¢€ < a, < b < b+ €. Weiteres
Umformen ergibt dann |a,, — b| < e. Mithin konvergiert die Folge gegen b.

2.1.5 Haufungspunkte

Ein weiterer wichtiger Begriff im Zusammenhang mit Folgen ist der Begriff
des Haufungspunktes.
Oben war, bei der Behandlung von Teilfolgen, die Folge

n ungerade

1
a”:{l—% n gerade

angegeben. Ausgezeichnet waren hierbei zwei Teilfolgen: die Teilfolge zu un-
geradzahligen Indizes und die zu geradzahligen Indizes. Betrachtet man die
Folge zu den ungeradzahligen Indices aq, as, as..., so siecht man, dass diese
gegen 0 konvergiert. Die Teilfolge zu den geradzahligen Indizes as, a4, ag, ...
hingegen konvergiert gegen 1. 0 und 1 sind somit Limites beziiglich jeweils
einer Teilfolge. Auf die ganze Folge 1, %, %, %, ... bezogen, ist keiner der bei-
den Werte der Limes. (Die Folgenglieder zu ungeradzahligen Indizes werden
“Immer kleiner” und die zu geradzahligen Indizes “immer grofler”). Werte,
die diese Eigenschaft — Grenzwerte von Teilfolgen zu sein — haben, werden

Héaufungspunkte genannt. Die genaue Definition lautet:

Definition 7 FEin Wert a € IR heiff Hiufungspunkt einer Folge
(an :m > ng) gdw.
ve>OvN2n03n>N|an —a| <e
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Zur Paraphrase: Zu jeder positiven reellen Zahl € und zu jedem Index N >
no gibt es einen groferen Index n > N mit |a, — a| < e. Der Unterschied
zur Definition des Limes besteht darin, dass nun fiir jedes Paar ¢ und N ein
Folgenglied a,,n > N existiert, welches von a um “weniger als € abweicht”.
Es wird nicht gefordert, dass dies fiir alle Folgenglieder ab einem bestimmten
Index gilt.

Beispiel: Im obigen Beispiel ist 1 ein Haufungspunkt: Sei 1 > € > 0 beliebig
und ebenso N € IN. Wihle nun ein geradzahliges n, d.h. n = 2m, mit einem
m > N und % < 2m = n. Hiermit gilt dann:

an — 1) = Jagm — 1] = |1 - — — 1] = = <
n = [d2m - 2m  2m ¢

An diesem Beispiel zeigt sich der Zusammenhang zwischen Teilfolgen einer
Folge und H&ufungspunkten einer Folge. Es sei ohne Beweis der folgende
Satz zitiert:

Theorem 2 Fine reelle Zahl a ist genau dann Hdaufungspunkt einer Fol-
ge (a, : n € D), wenn es eine Teilfolge (a,,) von (a,) gibt, die gegen a
konvergiert.

Folgende Bemerkungen sind wichtig

1. Eine Folge hat hochstens einen Limes.
2. Eine Folge kann mehrere Haufungspunkte haben.

3. Hat eine Folge genau einen Haufungspunkt, so ist dieser Haufungspunkt
der Limes der Folge.

4. Hat eine Folge einen Limes a, so konvergiert auch jede Teilfolge gegen
a.

2.1.6 Rechenregeln fiir Folgen

Folgen konnen auch addiert, multipliziert und dgl. werden. Wie dies ge-
schieht und wie sich solche Rechenoperationen ggf. auf Limites iibertragen
wird nachstehend aufgelistet.

Seien (an : n > ng) und (b, : n > ng) zwei Folgen, so ist die Addition bzw.
die Substraktion der beiden Folgen wie folgt definiert:

(an :n>n0) T (by:n>ng) = (an by i n > ny)

bzw. (verkiirzt notiert)
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(an) i_ (bn) - (ani_bn)'

Die Summe bzw. die Differenz zweier Folgen ist somit die Folge, deren Kom-
ponenten die Summe bzw. die Differenzen der jeweiligen Komponenten der
Ausgangsfolgen sind. “Die Summe bzw. Differenz zweier Folgen ist die Folge
der Summen bzw. Differenzen der Komponenten der Folge.”

Analoges gilt fiir das Produkt zweier Folgen:
(an :m >ng)(by i > ng) = (anby : n > ng).

Bei der Quotientenbildung ist zu beachten, dass diese auch zuléssig ist, d.h.
es muss gelten b, # 0 fiir n > ng. Mit dieser Eischrinkung ist dann der
Quotient zweier Folgen wie folgt definiert:

(an:n>ng) __ (a

imsng) = (3211 > no).

Sind die Folgen (a, : n > ng) und (b, : n > ng) konvergente Folgen,
fiir welche gilt. lima,, = @ und limb, = b, so iibertragen sich bei den
arithmetischen Operationen die Limites wie folgt (in verkiirzter Notation):

1. lim(a, "b,) =a’b
2. lim(a,b,) = ab

3. Bei der Bildung des Quotienenten ist wieder vorausgesetzt, dass

b, # 0,n > ng und b # 0 gilt. Mit dieser Einschrinkung ist dann:

hma :3

Spezielle Zusammenhéinge zwischen Folgen und ihren Limites seien noch
erwiahnt: Es seien wieder (a, : n > ng) und (b, : n > ng) zwei Folgen mit
lima, = a und limb,, = b.

1. Gilt a,, > b, fiir alle n > ng, so gilt fiir die jeweiligen Limites a > b.

2. Sei c eine beliebige reelle Zahl, so gilt: limaf, = a°

3. Sei c eine beliebige reelle Zahl, so gilt: lim ¢*» = ¢*

2.1.7 Spezielle Folgen

Die nachstehenden Folgen werden in dieser Vorlesung in speziellerer Weise
gebraucht:
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1. Eine Folge (a, : n > ng) heiBt arithmetische Folge wenn gilt
Apt1 — Qp = d, 1 > ny.

Hierbei ist die Differenz zweier aufeinanderfolgenden Folgenglieder
konstant. Es gilt ay+r = an, + kd

2. Eine Folge (a, : n > ngp), a, # 0 heilt geometrische Folge wenn gilt
a’;—:l = ¢, n > ng. Hierbei ist der Quotient zweier aufeinanderfolgenden

Folgenglieder konstant. Es gilt ap,1r = n,q"

3. Eine Folge mit a, = a fiir alle n > ny heifit konstante Folge.

Hinweise: 1.) Eine konstante Folge konvergiert immer. (Frage: Wogegen
und warum?)

2.) Fiir eine geometrische Folge gilt: Ist |¢| > 1, so konvergiert die Fol-
ge nicht. Ist 0 < ¢ < 1, so konvergiert die Folge. (Frage: Gegen welchen
Grenzwert?)

Ist —1 < g < 0, so konvergiert die Folge. (Frage:? Was gilt fiit ¢ = 1 bzw.
q=07)

2.2 Reihen

Eine spezielle und wichtige Art von Folgen sind Reihen. Eine Reihe entsteht
wie folgt:

Ausgehend von einer Folge (a,, : n > ng), der Einfachheit halber werden nur
Folgen betrachtet, deren Indizes ab einem Anfangswert ny “alle natiirlichen
Zahlen durchlaufen” — iiblich sind ng = 0 und ny = 1 — werden sukzesssive
die jeweils ersten Glieder aufsummiert:

Sno = Qngs Sngt1 = Ang + Qpgt1y s S = Qg + Apgp1 + - + Ay > Ny

Hierbei kann S,,, als degenerierte Summe betrachtet werden, die nur einen
Summanden hat.

Abkiirzender Weise verwendet man zur Notation von Summen auch das
sogenannte Summenzeichen:

n

Sp=an, + pgt1+ ... +ap, = Zai,nZno

i=ng
Das Zeichen ) heifit Summenzeichen, unterhalb des Summenzeichens ist
vermerkt, ab welchem Glied aufsummiert (hier ab dem Glied ng) wird und



36 KAPITEL 2. FOLGEN, REIHEN

oberhalb ist vermerkt bis zu welchem Glied einschliellich aufsummiert wird
(hier a,). Der Index ¢ wird manchmal auch “Laufindex” genannt. Es ist zu
beachten, dass nicht immer der erste Summand mit dem ersten Glied der
Folge (a,) tibereinstimmen mu$.

Die S, heiflen auch Teilsummen und die Folge (S, : n > ng) wird Sum-
menfolge oder Reihe genannt.

Man unterscheidet auch hier zwischen endlichen und unendlichen Reihen. Ist
die Summenfolge endlich, so spricht man von einer endlichen Reihe. Ist die
Summenfolge unendlich, so spricht man von einer unendlichen Reihe. Wenn
nichts anderes vermerkt wird, ist in der Vorlesung mit “Reihe” immer eine
unendliche Reihe gemeint.

Eine Reihe wird auch einfach (327 a;) notiert.

i=ng

2.2.1 Konvergenz von Reihen

Da Reihen spezielle Folgen sind, ist es sinnvoll zu fragen, ob sie konvergieren
oder nicht.

Definition 8 Fine Reihe (Z?:no a;) konvergiert genau dann, wenn die Fol-
ge ihrer Teilsummen konvergiert. Der Limes dieser Folge s = 1im S,, heifst
auch Summe der Reihe.

Man schreibt hierfir: s = 3707 ap.

Hinweis: Obwohl man den Limes “Summe” nennt, ist zu beachten, dass er
nicht eine “unendliche Aufsummierung” darstellt, sondern eben ein Limes
ist.

2.2.2 Geometrische Reihe — ein Beispiel

Eine fiir das Folgende wichtige Reihe ist die geometrische Reihe. Es ist dies
eine Reihe die aus einer geometrischen Folge durch sukzessives Aufsummie-
ren entsteht.

Sei (a, : n > ng) eine geometrische Folge mit a,, = apq™, ¢ € IR, so heifit
ihre assoziierte Reihe (37 aoq’) geometrische Reihe.

Fiir geometrische Reihen gilt:

Ist ¢ # 1, so ist
Zaoq_ao — )
lL—q

i=ng

Ist ¢ =1, so ist
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n

Z aoq" = ap(n —ng + 1)

1=ng

Man beachte, dass sich hier die Formeln auf endliche Teilsummen beziehen.
Fiir die Summe »°  aog" mit |g| < 1 gilt

i ( -
aoqn = Ay
I—gq

i=ng

)

Ist |g| > 1 so ist die Reihe divergent, d.h.: sie konvergiert nicht.
Die obigen Aussagen, sofern sie sich auf “endliche Summen” beziehen, wer-
den mit vollstédndiger Induktion bewiesen.

2.3 Differenzengleichungen

Eine spezielle Art von Folgen, die durch sogenannte Differenzengleichun-
gen definiert sind, spielen in 6konomischen Betrachtungen eine besondere
Rolle. Beispielsweise errechnet sich bei der Verzinsung eines Kapitals K,
der Wert, K, der nach einem Jahr Laufzeit erreicht wurde, aus dem An-
fangskapital Ky zuziiglich des Zinsertrages -£- K, wobei p der Zinssatz ist:

K1 = Koy + 155 Ko. Analoges gilt, wenn Higgl von einem beliebigen Jahr
ausgehend die Verzinsung nach einem Jahr betrachtet: Sei hierzu K; das
Kapital am Anfang des Jahres i, dann ist am Anfang des darauf folgenden
Jahres das Kapital K; ;1 = K; + %Ki. Man kann sagen, dass das Kapital
von Jahr zu Jahr aufgrund von K; und jdhrlicher Aufzinsung beschrieben
werden kann. Formal heifit dies K;,; ist eine Funktion von Kj;.

Der Gleichung, die den Zusammenhang zwischen einem Jahr und dem
darauf folgendem Jahr, im Beispiel K1 = K; + 155K, angibt, heifit Dif-
ferenzengleichung.

Allgemein ist eine Differenzengleichung definiert als

Yt = g(yt—lu o yt—k)

Hierbei bezeichnet y, einen interessierenden Wert zum Zeitpunkt ¢, v, 1, .9 &
sind die entsprechenden Werte der k vorhergehenden Zeitpunkte (meist Jah-
re) und g die Funktion, die angibt, wie diese vergangenen Werte den Wert
y; “bilden”. Eine Differenzengleichung beschreibt somit typischerweise einen
dynamischen Fortgang durch “Fortschreibung” vorausgegangener Werte.



38 KAPITEL 2. FOLGEN, REIHEN

2.3.1 Zur Klassifikation

Differenzengleichungen werden nach folgenden Gesichtspunkten klassifiziert:
1.) der Lange der Vergangenheit, d.h. wie grof} ist k. Die Lénge der Vergan-
genheit heiit auch Ordnung der Differenzengleichung. Die Differenzenglei-
chung vy = g(yi—1, --, Ytk ) hat somit die Ordnung k. Es werden im Folgenden
nur Differenzengleichungen der Ordnung 1 betrachtet.

2.) nach der Gestalt der Funktion g. Ist g ein Polynom g¢-ten Grades in y;_1,
d.h. g(yi—1) = DL aiyi_y, so ist der GroBte Wert 4, fiir welchen a; # 0 (d.h.
der grofite Exponent, der “vorkommt”) der Grad der Differenzengleichung.
Differenzengleichungen vom Grad 1 heiflen lineare Differenzengleichungen.
Es werden in dieser Vorlesung nur lineare Differenzengleichungen der Ord-
nung 1 betrachtet. Das sind Differenzengleichungen der Gestalt

Yy = ay—1 +0b

3.) Lineare Differenzengleichungen erster Ordnung werden weiter klassifi-
ziert, je nach dem ob b = 0 oder b # 0 gilt: Ist b = 0, so spricht man
von homogenen linearen Differenzengleichungen erster Ordnung, anson-
sten von inhomogenen.

Hinweis: ¢ und b in der Differenzengleichung 3, = ay;_1 + b werden auch
die Koeffizienten der Differenzengleichung genannt.

2.3.2 Lo6sung linerarer Differenzengleichungen

Beim einfithrenden Beispiel, der jahrlichen Verzinsung eines Anfangskapitals
Ky, war die Fortschreibung von einem Jahr zum anderen:

p p
K, =K, — K, =01+ —)K,_
¢ t1+100 t—1 (+100) t—1

Dies ist eine lineare homogene Differenzengleichung 1. Ordnung. Dieses Ka-
pitel einleitend wurde gezeigt, dass der Wert K,,, welches ein Anfangskapital
Ky nach n Jahren bei einem Zinssatz von p ergibt, sich wie folgt berechnet.

P n
K,=(01+ m) Ky
Auf Differenzengleichungen bezogen bedeutet dies, dass die durch die Fort-
schreibung sukzessive erzielten Gewinne auch direkt berechnet werden kénnen:
aus Ko, der Laufzeit n und dem Aufzinsungsfaktor ¢ = (14 155). Diesen Zu-
sammenhang nennt man allgemein Losung einer Differenzengleichung.
Allgemein lauten die Losungen von linearen Differenzengleichungen er-

ster Ordnung wie folgt:
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Losung fiir homogene lineare Differenzengleichungen erster Ord-
nung:
Sei 4, = ay,—1 a > 0 und yp der sogenannte Anfangswert, dann ist fiir
n >0

Yn = a"Yo
die Losung der Differenzengleichung.
Vorschlag: Beweisen Sie diesen Zusammenhang.

Losung fiir inhomogene lineare Differenzengleichungen erster Ord-
nung:
Sei vy = ay;—1 + b a # 1 und yy der sogenannte Anfangswert, dann ist fiir
n >0

a —1

a—1

Yn = anyo +b

die Losung der Differenzengleichung.
Vorschlag: 1.) Beweisen Sie diesen Zusammenhang. 2.) Zeigen Sie, dass
Yn = a"yo + bE=E = (yo + a%l)a" - ﬁ> a # 1, gilt.

a—1
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Kapitel 3

Grundziige der
Vektorrechnung

Vektorrechnung, in ihren einfachsten Griindziigen, ist aus der Schule be-
kannt. In dieser Vorlesung werden einige Aspekte hiervon wiederholt. Die
Schwerpunktsetzung ist aus Zeitgriinden anders gewéhlt. Wahrend in der
Schule geometrische Aspekte, wie Bestimmung von Geraden und Ebenen,
Schnittmengen hiervon im Vordergrund standen, geht es hier nur um einen
rein kalkiilhaften Aspekt.

3.1 Endlich dimensionale reelle Vektorriaume

Ein Spezialfall eines reellen endlich dimensionalen Vektorraums ist, wie aus
der Schule bekannt, der Ry bzw. der R3. Diese Rdume wurden als zwei -
bzw. dreidimensionale Vektorrraume bezeichnet. Als Vektoren wurden an-
gesprochen die zwei- bzw. drei-Tupel (ai,as) bzw. (ai,as,a3). Allgemein
lautet die Definition eines reellen Vektorraumes wie folgt:

Definition 9 FEin reeller Vektorraum V ist eine Menge, auf welcher die
folgenden Operationen definiert sind:
1. +:VxV —V

mit (a, b) — a+b Hierber gilt: @+b = b+a. Ferner qibt es ein Element
0eVmiti+0=0+a=a sowie zu jedem a € V' ein Element —

—

mit @+ (—d) =ad—ad=0.

2. Ferner gibt es eine zweite Verkniipfung - : IR X V — V' mit

(v, @) — ad. Fiir diese Verkniipfung gilt weiter: Seien o, 5 € R, dann
ist (a4 B)d = ad+ pa und fir d,b € V,a € R gilt a(d+b) = ad+ ab.

41
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ada nennt man auch “Multiplikation mit einem Skalar”. Im Zusammenhang
der Vektorrechnung werden reelle Zahlen auch als Skalare bezeichnet.

Hinweis: Zeigen Sie, dass fiir 0 € R, @ € V gilt 0 = 0.

In der Schule haben Sie Vektoren summiert und subtrahiert in dem sie
die Komponenten der Vektoren summiert und subtrahiert haben. Die Be-
griindung dieser Vorgehensweise fiihrt zum Begriff des Erzeugendensystems
und der Basis eines reellen Vektorraumes:

Definition 10 Sei E cine Teilmenge eines Vektorraumes V. Die Menge E
heifst Erzeugendensystem des Vektorraumes V , wenn gilt: Es gibt €1, ..., €, €
E und o, ...,00, € R mit @ =3"1", €, fir jedend €V .

Man sagt auch kurz: Jeder Vektor aus V ist als Linearkombination von
Vektoren aus E darstellbar.

Die Darstellbarkeit durch Linearkombinationen fiihrt zum Begriff der linea-
ren Unabhéngigkeit. Grob gesprochen sind Vektoren dy, ..., dy, d; # 0,i =
1,..., k voneinander linear unabhéngig, wenn fiir ein jedes dieser a; gilt, dass
a; nicht als Linearkombination der verbleibenden Vektoren darstellbar ist.
Dies fiihrt zur folgenden Definition:

Definition 11 Die Vektoren aq,...,a; € V heifien linear unabhdngig, gdw.

Andernfalls heiffen sie linear abhdngig.

Spezielle Erzeugendensysteme sind solche, deren Elemente linear unabhéngige
Vektoren sind. Es seien nur Erzeugendensysteme mit endlich vielen Vekto-
ren betrachtet.

Definition 12 Sei £ = {ay, ..., a,} ein Erzeugendensystem von V' und sind
die Elemente von E, d; # 0,i=1,....n, linear unabhdngig, so heifst E Basis
des Vektorraumes V. Enthdlt E endlich viele — n — Vektoren, so heifit der
Vektorraum endlichdimensional von der Dimension n.

Hinweis: 1.) Ein Vektorraum kann mehrere Basen haben. 2.) Ist V' ein
endlich dimensionaler Vektorraum der Dimension n, so enthélt jede Basis
n Elemente. 3.) Zeigen Sie, dass die Menge {0} einen Vektorraum bildet.
Man legt fest, dass dieser Vektorraum die Dimension 0 hat. 4.) Ist B eine
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Basis des Vektorraumes V', so lédsst sich jedes Element von V' eindeutig als
Linearkombination von Elementen aus B darstellen.

Ist nun ay,...d, eine Basis von V und @ € V, so lait sich @ eindeutig
darstellen als @ = ) . | o;d;. Bei festgelegter Basis ist ein Vektor somit
eindeutig durch das Tupel der Koeffizienten (ay, ..., a;,) bestimmt. Man kann
dieses Tupel auch als Spalte schreiben:

651
Qg

A

Man spricht im ersten Fall auch von einem Zeilenvektor und im zwei-
ten Fall von einem Spaltenvektor und nennt diese Darstellungen auch die
Koordinaten- bzw. Koeffizientendarstellung beziiglich einer Basis
{dy,...,d,}. Aus der Schule ist bekannt, dass Vektoren im Rg, beispielswei-
se, als drei-Tupel, (21, x2, v3) dargestellt werden. Dies ist eine Koordinaten-
darstellung beziiglich der kanonischen Basis {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}, wie
leicht nachzurechnen ist. Diese Basis hat die Eigenschaft, das sei wieder-
holend angemerkt, dass ihre Elemente “senkrecht” aufeinander stehen und
jeweils die Lénge 1 (bzgl. der euklidischen Norm) haben. Sie ist ein Beispiel
einer so genannten Orthonormalbasis.

3.2 Teilrdume und Hyperebenen

Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum, ein Teilmenge WC V' heif3t li-
nearer Teilraum von V gdw gilt :

e 0 W
e w €W und wy €W = w+wy €W

e w €W und ANeR=AuweW

Hierbei sind “+4“ und die Multiplikation mit einem Skalar wie in V erklért.

Hinweis: Es gilt dimW < dimV sowie dm W =dimV = W = V.
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Sei W C V ein linearer Teilraum von V und a € V, a # 0, a ¢ W, dann
heifit die Menge

Wy={zeV:iz—aecW}

affiner Teilraum von V.

Man schreibt auch: W, = a +W

Die Dimension des affinen Teilraums ist definitionsgeméfl
die Dimension des mitdefinierenden linearen Raums W

Beispiele:

1.

2.

Eine Ebene im Rj, die den 0 -Punkt enthélt, ist ein zweidimensionaler
linearer Teilraum von R, EC Rj

“Verschiebt “ man eine Ebene E im Rg3, die den 0-Punkt enthélt, um
einen Vektor a

(z.Bum (0,0,a)), so ist a+ E ein zweidimensionaler affiner Teilraum.

Sind a, b, ¢ € R3 linear unabhéngig, so ist die Menge

E={z:z=a+\Nb—a)+plc—a))pecR}
eine affine Ebene.
Seia € R,
Ly :={z:d'z =0}
dann ist L, ein linearer Teilraum von R,, und die Dimension von L,
ist n — 1.
Man nennt L, auch eine lineare Hyperebene und den affinen Teil-

raum b+ Ly, b# 0, b ¢ L, auch affine Hyperebene.

a ist der Normalenvektor zu L, bzw. zu b+ L,
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5. Ist E C Rj eine lineare Hyperebene, die nicht mit den Hyperebenen
y = 0 und x = 0 koindiziert, so lésst sich E darstellen als

E={zeRs:z=)0,1,¢)" + p(1,0,d)"}

Hinweis: Interpretieren Sie ¢ und d.

3.3 Lineare Abbildungen und Matrizen

Seien V' und W zwei Vektorrdume der Dimension n bzw. m, so ist eine

lineare Abbildung f zwischen V und W:

f:vV—w
eine Abbildung, fiir die gilt: Seien a, b€V und a, b € IR, so ist

f(a@+ Bb) = af(@) + B (D)

Lineare Abbildungen kénnen injektiv, surjektiv und bijektiv sein. Lineare
Abbildungen werden auch als Homomorphismen bezeichnet und bijektive
lineare Abbildungen als Isomorphismen.

Zeichnet man in V und in W zwei Basen aus, so lésst sich durch ein einfaches
Schema reeller Zahlen die Wirkung einer linearen Abbildung f beziiglich
der jeweiligen Koordinatendarstellungen angeben. Dies ist die so genannte
Matrizendarstellung. Sei hierzu {ey, ..., e,} eine Basis des n-dimensionalen
Vektorraumes V und {dy,...,d,,} eine Basis des m-dimensionalen Vektor-
raumes W sowie f eine lineare Abbildung von V nach W. Betrachtet man
zundchst das Bild eines Basisvektors €; € V unter f, f(&;) € W, so ist die-
ser Wert eindeutig als Linearkombination beziiglich der Basis {dy, ..., d,,}
darzustellen: f(€;) = > 7, aijd} Da nun auch jedes @ € V eindeutig als
Linearkombination der Basis {ey, ..., e, } darstellbar ist — @ = > | € —,
gilt:

n n m

f@) = fO_aé) = Z@zf &)=Y Y oyd =Y aeyd,
i—1 = j=1

i=1 i=1 j=1

Hieraus ist zweierlei ersichtlich: Bei gegebenen Basen ist die Abbildung ein-
deutig bestimmt durch ihre Wirkung auf die Basis von V. Die Wirkung der
Abbildung zeigt sich in den zweifach indizierten Komponenten ;. Diese
Komponenten schreibt man, bei gegebenen Basen, als Zahlenschema
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Q. Q12 ... Qg
21 929 Ce Qo
Am1 Am2 ... Omp

Ein solches Schema nennt man Matrix mit m Zeilen und n Spalten oder
kurz m x n-Matrix. Sie gibt die Wirkung der Abbildung auf die Basis-
vektoren ¢; € V an. Man nennt die Eintrdge auch Komponenten der
Matrix. Die Zeilen- und die Spaltenzahl wird auch als Dimension der
Matrix bezeichnet. Die Wirkung der Abbildung auf einen Vektor @ € V/,
dargestellt durch seine Komponenten beziiglich der Basis {ey, ..., e, }, wobei
a; dieKomponente an der i-ten Stelle ist, schreibt man:

aq
11 Q12 ... Qap Qg
Qg1 Qi ... QOop
Am1 Om2 ... Omp

Qi

Diese Schreibweise/Berechnung wird uns noch bei der Matrizenmultiplika-
tion naher beschéftigen.

Da wir es in dieser Vorlesung nur mit den Vektorraumen R,, (bzw. R"),

R,, (bzw. R™) zu tun haben, und immer die kanonischen Basen der Ein-
heitsvektoren (1,0,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,...,1), bzw. die entsprechen-
den Spaltenvektoren, voraussetzen, geniigt es, wie in den Anwendungen
héufig iiblich, Matrizen als Zahlenschemata und deren Operationen rein
kalkiilhaft zu betrachten. Der Zusammenhang mit linearen Abbildungen
mag jedoch verschiedentlich hilfreich sein.
Beispiel: Bilden nun die €;,7 = 1,...,n die kanonische Orthonormalba-
sis von R,, d.h. Spaltenvektoren der Linge n, die als i-te Komponente
den Wert 1 haben, die iibrigen Komponeneten haben den Wert 0 und die
d}, j =1,...,m die kanonische Orthonormalbasis von R,,, d.h. Spaltenvek-
toren der Lange m, die als i-te Komponente den Wert 1 haben, die iibrigen
Komponeneten haben den Wert 0. Dann ist der Wert von €; die i-te Spalte
der Matrix

11 19 oo Oqp

Am1 Ao ... Oyp
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Das ist ein Spaltenvektor von R,, (beziiglich der kanonischen Basis).

3.3.1 Klassifikation von Matrizen

Sei
Q11 (12 ... Oqm
Qg1 Qg2 ... QO9m
Ap1 Apo .. Opm

eine Matrix mit n Zeilen und m Spalten. Der Kiirze halber wird eine solche
Matrix auch A € R, notiert. Der erste Index gibt immer die Zeilenzahl
und der zweite Index immer die Spaltenzahl an. In dieser Notation ist ein
Zeilenvektor a € R,, eine Matrix mit einer Zeile und n Spalten: @ € Ry,.
Ein Spaltenvektor aus R,,, in Zeichen @', ist eine Matrix mit n Zeilen und
einer Spalte, @’ € R,,;.

1. Ist Ae R,..., so spricht man von einer quadratischen Matrix.

2. Ist A eine quadratische Matrix, die nur in der Diagonalen Eintriage
# 0 hat und sonst mit Nullen besetzt ist, so spricht man von einer

Diagonalmatrix.
11 0 0
0 Q99 0
0 0 O

3. Ist A eine Diagonalmatrix, die in der Diagonalen nur Einsen hat, so
spricht man von einer (der) Einheitsmatrix, in Zeichen E € R,,, bzw.

fGRnn:
1 0 . 0
01 . 0
00 ... 1

4. Ist A eine quadratische Matrix, die unterhalb der Diagonalen nur mit
Nullen besetzt ist, so spricht man von einer oberen Dreiecksmatrix.
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a1 12 ... Oqp
0 Qo9 ... Qap
0 0 ... aun

5. Ist A eine quadratische Matrix, die oberhalb der Diagonalen nur mit
Nullen besetzt ist, so spricht man von einer unteren Dreiecksmatrix.

11 0 e 0
Qg1 Qg ... 0
ap1 Op2 ... Opp

6. Eine Matrix, die nur mit Nullen besetzt ist, heifit Nullmatrix: 0 €
R,.,. Um Missverstidndnisse zu vermeiden ist hierbei oft die Dimension

der Matrix anzugeben.

3.3.2 Rechenregeln mit Matrizen
3.3.2.1 Transponieren einer Matrix

Vertauscht man in einer Matrix mit n Zeilen und m Spalten

a1 1 ... O1m
- Qg1 (g2 ... QOgm
A= .

p1 Op2 ... Opm

die Zeilen und die Spalten, so erhilt man wieder eine Matrix, nun eine
Matrix mit m Zeilen und n Spalten. Dies ist die so genannte zu A trans-

ponierte Matrix, in Zeichen A:

11 91 oo Oy
- g Qg2 ... (Qp2
A =

A1m 9y oo Opm

Ist somit A € R,,m, SO ist = R, Transponiert man nun die transponierte

Matrix noch einmal: A” , so erhélt man wieder die urspriingliche Matrix A.

Statt A’ notieret man auch A,
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Hinweis: Man beachte, dass der Ubergang von einem Spaltenvektor zu
einem Zeilenvektor und umgekehrt ein Spezialfall des Transponierens einer
Matrix ist. Man nennt die entsprechenden Vektoren auch die transponierten
Vektoren.

In diesem Zusammenhang ist eine spezielle Art von Matrizen zur erwéahnen:
Sei A eine quadratische Matrix. Gilt zudem A=A , 80 heifit A symmetri-
sche Matrix. Eine symmetrische Matrix hat die Gestalt:

Qi Qi ... Qip
12 Qg2 ... Qop
A1y o ... Opp

Hinweis: Geben Sie eine symmetrische Matrix der Dimension 4 x 4 an.

3.3.2.2 Addition von Matrizen

Zwei Matrizen A € R, und B e R, werden addiert, indem die jeweils
zugeordneten Komponenten addiert werden. Die Summen der Komponenten
werden zu einer weiteren Matrix, in Zeichen: A 4+ B, zusammen gefasst:

117 12 ... O1m
- Qg1 Qg2 ... QO9m
A=
Ap1 Qpa ... Qpny
Bll BIQ v Blm
= 621 /322 s BQm
B = . L
ﬁnl 5?12 cee Bnm
an+PBu a+ Pz oo QT+ Bim
. Qg1+ fo1 o+ Baa ... Qom + Bom
A+ B = i . . )
(07751 + ﬁnl Qn2 + 6712 oo O, + 6nm

Hinweis: 1.) Die Addition und Subtraktion von Zeilen- bzw. Spaltenvekto-
ren ist ein Spezialfall hiervon. 2.) Nur Matrizen gleicher Dimension kénnen
tiberhaupt addiert/subtrahiert werden. 3.) Es ist A+ B = B + A.
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3.3.2.3 Multiplikation mit einem Skalar

Eine Matrix A € Ry, wird mit einem Skalar o € R multipliziert, indem jede
Komponente der Matrix mit diesem Skalar multipliziert wird. In Zeichen:
aA.

aopp a1 ... 00,

- g1 gy ... OQgy,
aA = . . .

a0y OQp2 ... OQ0pm

Hinweis: 1.) Man beachte, dass die Multiplikation eines Zeilen- bzw. Spal-
tenvektors mit einem Skalar ein Spezialfall hiervon ist. 2.) Es gilt a(A+B) =
aA+ aBund (a+ )A = aA + SA.

3.3.2.4 Multiplikation von Matrizen

Oben haben wir gesehen, dass die Wirkung einer linearen Abbildung bei
fest vorgegebenen Basen durch eine Matrix darstellbar ist. Die Komposition
zweier linearer Abbildungen, bei fest vorgegebenen Basen, ist als Multipli-
kation zweier Matrizen darzustellen. Hierbei sind natiirlich die Definitions-
bzw. Wertebereiche zu beachten. Bevor die Matrizenmultiplikation schema-
tisch angegeben wird, eine einfachere Bezeichnungsweise: Eine Matrix

@117 12 ... O1m
- Qg1 (g2 ... QO9gm
A=

p1 Op2 ... Opm

wird von nun an gelegentlich durch die Angabe einer allgemeinen Kompo-
nente und der Dimension der Matrix notiert:

77777

Beispiel: Was ergibt die Multiplikation zweier Diagonalmatrizen?
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Hinweis: 1.) Es kénnen nur Matrizen in den entsprechenden Dimensio-
nen und in der angegebenen Reihenfolge multipliziert werden. 2.) Sind
ff,g € R,,, so ist zwar AB und BA definiert. Allgemein gilt jedoch
AB + BA. 3.) Ist A€ R,,, und @ € Ry, ein Zeilenvektor, so ist GA € Rim
ein m-dimensionaler Zeilenvektor. Dies ist die Wirkung einer linearen Ab-
bildung, dargestellt durch ff, auf einen Vektor d. Entsprechend ist A" € R,
und @ € R,,; und A'@ € R,,; ein m-dimensionaler Spaltenvektor. 3.) Man
zeige: (c?ff)’ = A'@. 4.) Es gilt allgemein fiir A€ Ry und B € Ry
(AB) = B'A" € Ry 5.) Sie kennen aus der Schule die Skalarmultipli-
kation von Vektoren. Hierbei war fiir zwei Vektoren @ = (ay,...,a,) und
b = (by,....b,) das Skalarprodukt als (@,b) = > i, a;b; definiert. Dies ent-
spricht der Matrizenmultiplikation ab'. Allgemein kann man sich merken:
Bei der Matrizenmultiplikation ergibt sich die Komponente ~;; der Pro-
duktmatrix AB = C als “i-te Zeile von A mal j-te Spalte von g”, wobei
das “mal” im Sinne des Skalarprodukts zu verstehen ist.

Definition 14 Ist A € Ry, eine quadratische Matriz und gibt es eine Ma-
trivr A=t € R, mit AA™Y = E € R,,,, so heifit A invertierbar und A=t die
Inverse (Matrixz) zu A.

Hinweis: Es gilt fiir A A e Ry (falls existent):
AA1 = A'A=E € R,,,. Somit ist A auch invers zu A1,

3.4 Determinanten

Der Begriff der Determinante wird hier nicht allgemein eingefiihrt. Es wird
nur das Berechnungschema fiir 2 x 2- und 3 x 3-Matrizen vorgestellt.

Eine Determinante ist eine reelle Zahl, welche quadratischen Matrizen zu-
geordnet wird. Fiir 2 x 2-Matrizen

A— Q11 2
Qo1 Q22
berechnet sich dieser Wert wie folgt:

det(fY) = (X112 — (V1291

Dies kann auch so paraphrasiert werden: “Produkt der Komponenten der
Hauptdiagonalen minus Produkt der Komponenten der Nebendiagonalen.
Anstelle von det(A) Schreibt man auch |A].
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Sei A eine 3 x 3-Matrix, so berechnet sich die Determinante mit Hilfe der
so genannten Regel von Sarrus:
Die Matrix
. a1 g gy
A= Qg1 Qg2 (g3
Q31 Q32 Q33

schreibt man in folgendes erweitertes Schema
Q11 12 3 a1 (2

Qg1 Qg2 (Qigz (i1 (ig2
Q31 (rgg gz (31 (i32

und berechnet:

Qr11Qig2Qi33 + Qi1aQio3i3] + 1321 (i3 — (1aQig] (N33 — (11 Qi3(iga — (V13092(X31

Abschliefend ist noch zu erwdhnen, dass die Determinante auch bei der
Berechnung von inversen Matrizen eine Rolle spielt. Hierbei ist zu beachten,
dass allgemein gilt: Eine quadratische Matrix ist genau dann invertierbar,
wenn ihre Determinante einen von 0 verschiedenen Wert hat. Sei nun

Q11 (12 ... Oqp
- o1 (oo ... 9y
A= .

Up1 Q2 ... Qnpp

eine quadratische Matrix. Die sogenannte Adjunkte zur Komponente a;;
ist die n — 1 x n — 1 - Matrix, die entsteht, wenn aus der Matrix A die i-te
Zeile und die j-te Spalte gestrichen werden. Sie wird mit A}j bezeichnet.
Da dies wieder eine quadratische Matrix ist, 148t sich det(ffij) berechnen.
Multipliziert man diesen Wert noch mit (—1)"7 so erhiilt man die Werte
Ayj = det(A;;)(—1)". Hiermit berechnet sich die zu A inverse Matrix wie
folgt:

- 1
! ——'(Aij)gzl,...,n,jzl,...,n

 det(A)

Hinweis: Fiithren Sie dies fiir eine 3 x 3- und eine 2 x 2- Matrix durch.
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3.5 (Euklidisches) Skalarprodukt

Sei fiir die beiden Vektoren ¥ € R,, und i € R,

<y
I

und

8
I

die Darstellung beziiglich der kanonischen Basis.

Dann wird definiert:

Definition 15 1. Die Abbildung
()R, xR, =R
(Z,9) = (T, 9) = Z%;%’
i=1
heifit (euklidisches) Skalarprodukt

2. Sei @ # 0 und i # 0, dann heifen & und § orthogonal gdw. (Z, 1) = 0

3. Die Abbildung

heifit euklidische Norm

4. Sei &,y € Ry, dann heif$t |Z—7|| der euklidische Abstand zwischen
Z und iy
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3.6 Definitheit von Matrizen

Definition 16 Sei A € R,., und symmetrisch.
Die Matriz A heifit

1. positiv definit, falls fir alle ¥ € R, \ {6}, (@, fff} > 0 gilt,
2. positiv semi-definit, falls fir alle ¥ € R,, (%, /Yf:) >0 gilt,

3. negativ definit bzw. negativ semi-definit, falls —A positiv bzw. positiv
semi-definit ist,

4. indefinit, falls es Z,y € R,, gibt mit
(Z, AZ) > 0 und (i, Aj) < 0 gilt.

Das folgende Kriterium ist hilfreich, um festzustellen, ob eine Matrix positiv
definit ist

Theorem 3 FEine symmetrische Matriz A € Ry, ist genau dann positiv

—,

definit, wenn det(A) > 0 gilt und alle Diagonalelemente positiv sind.

Dieser Satz heifit auch Kriterium von Hurwitz.

3.7 Orthogonale Matrizen

Definition 17 Fine quadratische Matrix X € R, heifit orthogonal oder
Orthogonalmatriz, wenn

AL —AA-T
Hierbei st ? die Einheitsmatriz.

Theorem 4 Ist Z eine orthogonale Matriz dann gilt

1. Die Zeilen und die Spalten bilden, als Vektoren betrachtet, ein Ortho-
normalsystem.

2. Sind X und B Orthogonalmatrizen, so ist XB eine Orthogonalma-

trix.

Frage: Wie verhélt sich <Xf, Xi‘), wenn X eine Orthogonalmatrix ist?



Kapitel 4

Reelle Funktionen in mehreren
Variablen

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit einem sehr eingeschrankten Thema im
Rahmen des Gebietes “Funktionen in mehreren Variablen”. Gegenstand des
Kapitels sind partiellen Ableitungen, Bestimmung relativer Extrema
und das Totale Differenzial.

4.1 Vorbemerkungen

Allgemein ist eine reelle Funktion in mehreren Variablen eine Funktion

f:D— IR

D ist eine (nicht notwendig echte) Teilmenge des IR,,. Hierbei wird jedem
n-dimensionalen Vektor (z1, zs, ..., x,,) eine reelle Zahl f(z1, ..., z,) zugeord-
net:

(mlv ) xn) = f(xb ) xn)

Der Einfachheit und der Anschaulichkeit halber wird von 2-dimensionalen
Vektoren ausgegangen. Hierbei sei D eine (nicht notwendig echte) Teilmenge
von IRs:

f:D— IR

und

(21, 22) = f(21,22)

95
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Es wird hier allgemein vorausgesetzt, dass die Funktion stetig ist. Auf die
genaue Definition von Stetigkeit kann hier nicht eingegangen werden, es sei
auf dies nachstehenden Bilder verwiesen.

Skizze 1:

2
Abbildung 4.1: f(z1, 7)) = 23 — 4129 + 73 + 3

Skizze 2:
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Skizze 3:
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Abbildung 4.3: f(x1,x2) =
b (1+ %)

4.2 Partielle Ableitungen erster Ordnung

Entsprechend dem Fall einer Funktion in einer Variablen kann man nun die
ersten partiellen Ableitungen definieren. Ausgehend von einer reellen
Funktion f : D — IR in zwei Variablen: f(z1,xs), kann man diese als
Funktion in z; betrachten (wobei man die Variable x5, anschaulich gespro-
chen, “festhilt”); ebenso kann man sie als Funktion in x5 betrachten (wobei
man nun die Variable z; “festhélt”). Man hat also zwei Funktionen (genauer
Familien von Funktionen): eine in x; und eine in 5. Diese Funktionen wer-
den nun jede abgeleitet, falls dies moglich ist, und das Ergebnis ist jeweils
die erste partielle Ableitung nach x; bzw. z5. Zur Definition:

Definition 18 Sei f : D — IR eine reelle Funktion in zwei Variablen,
f(xy,29) € IR. Ist diese Funktion in einem Punkt x¥ fiir jedes feste aber
beliebige x5 einmal differenzierbar, so heifst die erste Ableitung in x%, in

Zeichen:

a.. (x17x2)|3:1:x(1’ - 8$1f('r17x2)|11:x(1)

81‘1
die erste partielle Ableitung von f nach x1 in x¥.
Entsprechend gilt fiir die zweite Variable: Ist die Funktion f in einem Punkt
23 fiir jedes feste aber beliebige vy einmal differenzierbar, so heifit die erste

Ableitung in x3, in Zeichen:
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0

Oy (21, 22) |30y = Ony f (21, 72) |30

die erste partielle Ableitung von f nach xy in 3.

Existieren die ersten partiellen Ableitungen einer Funktion f fir alle Punk-
te (w1, xq) eines Bereichs D C IRs, so sagt man die Funktion f ist auf/in D
partiell differenzierbar und schreibt fiir die entsprechenden Ableitungsfunk-

tionen auch

ax1f<.’131, l’g) - fx1 (:El)l'Q)

bzw.

Oy [ (21, 22) = fa, (21, 22)

Man sagt in diesem Fall: die Funktion f ist in x1 und xo partiell differen-
zierbar.

Definition 19 a) Sei f : R,, — R eine partiell differenzierbare Funktion,
Zo € Ry, dann heifit der Zeilenvektor

Di(x0) = (Ony f(Z0), - - -, On, f (o)) =2 gradf (Zo)
Gradient von f an der Stelle ¥..

Folgende Schreibweise sind ebenfalls tiblich: Df(Zo) = (feys- -+, fu,)(To) =
gradf (o)

b) Ist f: Ry, — R, mit

f1(Z)

X — : R

()

fiiR,—R i=1,....,m

und sind alle f; in Zo partiell differenzierbar, dann nennt man die Matriz

Df(fo) = (8%]'}(:?0)), 1= 1, cee,Mm, j = 1, o, n, fo c Rmn



4.3. PARTIELLE ABLEITUNGEN ZWEITER ORDNUNG 29

Funktionalmatrixz oder Jacobi-Matrix von [ bei Ty. Die Funktionalma-
triz wird auch mit J; bzw. J¢(Z) notiert.

Hinweise: 1.) Die ersten partiellen Ableitungen auf einem Bereich D sind
wieder reelle Funktionen in zwei Variablen. 2.) Anstelle von 1, xo schreibt
man oft x,y.

Beispiel: Die Funktion f(xz,y) = 2*+y? ist fiir die Werte —1 <z < 1, -1 <
y < 1in z und y partiell differenzierbar. Die ersten partiellen Ableitungen
lauten:

O f(z,y) =22
ayf(.%, y) = 2y

4.3 Partielle Ableitungen zweiter Ordnung

Es sei f : D — IR eine reelle Funktion in zwei Variablen, die auf D in z;
und s partiell differenzierbar ist. Wie oben angemerkt, sind die partiellen
Ableitungen wieder reelle Funktionen in zwei Variablen, von denen gefragt
werden kann, ob auch sie wieder nach x; und x5 partiell differenzierbar sind.
Dies ist Gegenstand der néchsten Definition:

Definition 20 Sei f : D — IR eine reelle Funktion in zwei Variablen,
f(z1,22) € IR und Oy, f : D — IR sowie O, f : D — IR deren ersten
beiden partiellen Ableitungen nach x1 bzw. xs.

Ist die Funktion O,, f(x1, z2) in einem Punkt x° fiir jedes feste, aber beliebige
1o einmal differenzierbar, so heifst diese (zweite) Ableitung in 2%, in Zeichen:

0
a—xlazlf(l’la T2)|a1=0 = Orya0 f(T1, 02) |4y =0,

die zweite partielle Ableitung von f nach xy in x9.

Entsprechend gilt fir die zweite Variable: Ist die Funktion O, f(x1,z3) in
einem Punkt x5 fiir jedes feste, aber beliebige x1 einmal differenzierbar, so
heifst diese (zweite) Ableitung in 3, in Zeichen:

0
8_@89[:2]0(1‘17 $2)|$2:1‘2 = aﬂ?z,ﬂﬁzf(xl: x2)|a:2:xg7
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die zweite partielle Ableitung nach x5 in x9.

Ist die Funktion Oy, f(x1,x2) in einem Punkt x5 fiir jedes feste, aber beliebige
x1 einmal differenzierbar, so heifst diese (zweite) Ableitung in 23, in Zeichen:

0

8_$Zasv1 f(mb x2)|m2:x8 = awz,avlf(xl? x2)|x2:m87

die zweite gemischte partielle Ableitung von f nach x5 in 3.
Entsprechend gilt fir die andere Variable: Ist die Funktion O, f(x1,x2) in
einem Punkt ¥ fiir jedes feste, aber beliebige xo einmal differenzierbar, so
heifit diese (zweite) Ableitung in 2%, in Zeichen:

0
a_xlang(xla l‘2>|x1:$10 = 8£17$2f(x17'r2)|$1:1'10

die zweite gemischte partielle Ableitung nach z1 in x9.

Ezistieren die zweiten partiellen Ableitungen und die zweiten gemischten
partiellen Ableitungen einer Funktion f fir alle Punkte (xq1,x2) eines Be-
reichs D C IRy, so sagt man die Funktion f ist auf/in D zweimal parti-
ell differenzierbar und schreibt fir die entsprechenden Ableitungsfunktionen
auch

aﬂﬁl,fblf(xlu x2> = fwl,fm (1’1,1’2)

bzw.

axg,x2f<xla i['z) - fo,xz(xlaxQ)

Fiir die gemischten zweiten partiellen Ableitungen schreibt man

8.r1,x2f(x17 x2) = fl‘l,xQ(x17'T2)

bzw.
axQ,xlf(xla :L‘Q) — fxg,xl (.ﬁCl,Ig)

Hinweise: 1.) Im Allgemeinen ist Oy, 4, f (21, 22) # Opy.ay f (21, 22). In dieser
Vorlesung wird die Gleichheit jedoch meist gelten. 2.) Die Indizes in 0y, 4,
geben die Reihenfolge der Differentiation an. Rechts steht die Variable, nach
der zuerst differenziert wird, hier x5, und links daneben diejenige, nach der
dann differenziert wird. 3.) Oft verwendet man statt 1,z auch z,y.

Beispiel: Sei f(x,y) = 2% + 2zy + y?, dann ist f auf IR, zweimal partiell
differenzierbar:
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Ouf(w,y) = 20 + 2y, O,f(x,y) = 2y + 22, Ouuf(,y) = 2, Oy f(2,y) = 2,
Oyuf(z,y) =2, Oy fz,y) = 2.

Abschlielend sei noch auf die sogenannte Hesse-Matrix aufmerksam ge-
macht. Sie stellt ein Schema dar, die zweiten partiellen Ableitungen einer
zweimal partiell differenzierbaren Funktion f darzustellen (hier fiir den Fall,
dass die gemischten partiellen Ableitungen identisch sind):

"= ( Oun f ayyf>

Die partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung werden nun Verwen-
dung finden, um bei reellen partiell differenzierbaren Funktionen in zwei
Variablen Extremwerte zu bestimmen.

4.4 Extremwerte

In analoger Weise zu n-mal differenzierbaren reellen Funktionen einer Varia-
blen, werden nun fiir reelle partiell differenzierbare Funktionen in zwei Varia-
blen in Abhéngigkeit der ersten und zweiten partiellen Ableitungen notwen-
dige und hinreichende Bedingungen fiir das Vorliegen relativer Extrema for-
muliert. Zunéchst jedoch zur Definition eines globalen Maximums/Minimums.

Definition 21 Sei f : D — IR, D C IR, eine reelle Funktion zweier
Verdnderlicher und (xo,y0) € D. (xo,y0) heifit

1. globales Maximum von f gdw. f(xo,y0) > f(x,y) fir alle (xz,y) € D,
2. globales Minimum von f gdw. f(xo,y0) < f(x,y) fir alle (x,y) € D.

3. Gelten die Ungleichungen nicht auf ganz D, sondern nur auf einer
in D enthaltenen Umgebung von (xo,4o), so heifit (zo,yo) relatives
Minimum bzw. relatives Maximum der Funktion f.

Der Begriff “Umgebung eines Punktes” kann prézisiert werden, hierauf wird
aber hier verzichtet.

Die Betrachtung der partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung gibt
jetzt notwendige und hinreichende Bedingungen fiir relative Extrema. Zur
Verdeutlichung betrachte man folgende Skizzen:
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Skizze 1:
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Abbildung 4.4: f

Skizze 2:

Abbildung 4.5: f(z1,29) = 2 — 22 — 23
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Skizze 3:
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Abbildung 4.6: f(x1,x2) =
b (1+ %)

Man kann relative Minima, relative Maxima und Sattelpunkte unterschei-

den. Zusammengefasst fithrt dies zu folgendem Satz:

Theorem 5 Se:
f:D— IR

mit D C IRy (und offen) eine zweimal partiell differenzierbare Funktion,

(an yO) € D
Notwendige Bedingung: Liegt bei (xo,%0) ein relatives Minimum oder
ein relatives Mazimum vor, so gilt (man beachte die abkiirzende Schreibwei-

se):
8mf($7y)|xo,y0 = axf(ajOa yO) =0

und
ayf(xay”xmyo = ayf($0>yo) =0

Hinweis: Lisungen (xo,yo) der obigen Gleichungen heifien auch “kritische

Punkte” oder “kritische Werte”.
Hinreichend Bedingung: Gilt fiir (xq,yo) zudem

O f (%0, Y0) Oy f (0, o) > (Ouy f (0, Y0))?

so liegt fiir
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1. Opuf <0 ein relatives Maximum und
2. fiir Opef > 0 ein relatives Minimum vor.
Gilt fiir (zo,vo)

O f (0, Y0)Dyy f (20, Y0) < (Ouyf (20, 0))?
so liegt bei (xg,yo) ein Sattelpunkt vor.
Friir
Oz f (20, Y0)Oyy f (0, Yo) = (Ouy f (20, Y0))?

ist keine schematische Aussage maglich.

Hinweis: Formulieren Sie die hinreichende Bedingung mit Hilfe der Hesse-
matrix und der Begriffsbildung “Definitheit”.

4.5 Totales Differential

Sei f: R, - R,, und %y € R,
dann heifit f im Punkt 7y differenzierbar (oder absolut differenzierbar oder
total differenzierbar), wenn es eine lineare Funktion L gibt mit

f(Z) = f(Zo) + L(T — Zo) + R(T — &)

wobei gilt:
R(h)

_'1111 = =
IAlI—0 [|h]]

Man sagt in diesem Fall auch f besitzt in Zy eine totale Ableitung oder ein
totales Differenzial (in Zeichen df) oder kurz: f ist in zy differenzierbar.

Eine lineare Abbildung L : R,, — R,, kann man als Matrix-Multiplikation
C-Z, C € Ry, und Z € R, darstellen: C7 = L(7)

Diese Matrix C ist die Funktionalmatrix Dy ausgewertet bei Z.

Sei f absolut differenzierbar, f:R, — R und ist C = gradf (Zy),

-

dann hat das totale Differenzial df in Abhéngigkeit von Z und h = (¥ — &)
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die Gestalt:

df (Z,h) = gradf (Zo) - h

Da h “klein“ ist, schreibt man auch d,, fiir h;, 1=1,...n.

Dies ergibt ausgeschrieben

Merke:

1.Ist f: U — R, U C R" offen und in ¥y € U differenzierbar, dann
ist f in @y stetig.

2. Ist f: U — R, U C R" offen, f in #y € U partiell differenzierbar
und sind alle partiellen Ableitungen stetig, dann ist f in 7y differen-
zierbar.

3. Kettenregel:
Sei U C R,,,V C R,,,,, U,V offen
f:U—=Rp,g:V-oR, f(UCV
Ist fin ¥y € U und g in f(¥) € V differenzierbar,
dann ist h = g o f in &y differenzierbar und es gilt:

Dy (%) = Dy(f(Zo)) - Dy(Zo).
Beispiel zur Kettenregel:

Sei

f:Ry — R
(z,y) = f(z,y)

und seien x und y Funktionen von ¢ € R

p = (;):R — Ry

()
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dann ist f(x(t),y(t)) eine Funktion von R in R.

Ferner ist f(z(t),y(t)) = f o p(t)

und  df o p(t, ﬁ) = of th(t) h (mit h= dt)
= gradf(p(t))  D,(t) dt
\ 1x2Matrix 2><1Matri>j
IXIK/Iratrix

— (fatole) o), A0 ()
= (falz(t),y(0)2'(t) + f,(x(), y(2)))y'(£))di
Direkt — als Ableitung von f o p in t — ergibt sich:

dfop
dt

fola(t), y(0)2'(t) + fy(x(2), y(0)y/ (t)

4.6 Homogene Funktionen

Abschlieflend sei noch der Begriff einer homogenen Funktion angesprochen.
Ist, beispielsweise, X (71, ...r,) eine Produktionsfunktion und veréndert man
die Produktionsfaktoren alle um einen Faktor a € IR, so stellt sich die Frage,
wie sich diese Verdnderung auf die produzierte Menge X iibertriagt. Fine
spezielle Ubertragungsweise fithrt zum Begriff einer homogenen Funktion
vom Grad r:

Definition 22 FEine Funktion

f:D— IR

(1, ey Tp) = f2, ., xy)

mit D C IR heifit homogen vom Grad r gdw. fir jedes a € IR, a > 0
qgilt:

flaxy,...,azx,) = a" f(z1, ..., xp)
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Zur Interpretation des Grades r ist anzumerken:

e r = 1 heifit: Eine Verdnderung der Inputfaktoren um den Faktor a
bewirkt eine Verdnderung des Outputs um ebenfalls den Faktor a.
Man spricht hier von konstanten Skalenertrigen.

e 7 < 1 heifit: Eine Verédnderung der Inputfaktoren um den Faktor a
bewirkt eine Verdnderung des Outputs um einen geringeren Faktor
als a. Man spricht hier von fallenden Skalenertrigen.

e r > 1 heifit: Eine Verdnderung der Inputfaktoren um den Faktor a
bewirkt eine Verdnderung des Outputs um einen grofleren Faktor als
a. Man spricht hier von steigenden Skalenertrigen.
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Kapitel 5

Extremwerte unter
Nebenbedingungen

5.1 Extremwerte unter Nebenbedingungen

Ein wichtiger Anwendungsfall differenzierbarer Funktionen in mehreren Va-
riablen (hier: in zwei Variablen) ist die Optimierung unter Nebenbedingun-
gen. In den Wirtschaftswissenschaften hat man es beispielsweise haufig mit
der Situation zu tun, die erzeugte Menge eines Produktes zu maximieren.
Dies ist jedoch nur unter Einschrinkungen moglich, da Resourcen nicht in
beliebigem Umfang zur Verfiigung stehen. Eine optimale Produktionsmen-
ge unter Einhaltung der verfiigharen Resourcen zu finden, ist Beispiel eines
Gegenstands der Methoden zur Extremwertbestimmung unter Nebenbedin-
gungen. Zunéchst jedoch zum Begriff einer Isolinie und deren Steigung in
einem Punkt (zq,yo)

5.1.1 Optimierung unter Nebenbedingungen

Definition 23 (Isolinien)
Set DCRyund f:D— R,ceR, dann heifit die Menge
I.:=A{(z,y) : f(z,y) = ¢} Isolinie von f zum Wert c.

Beispiel:

Sei D = {(z1,22) : =1 <21 <1,-1 < 29 <1} und f(xy,29) = 27 + 23.
Bei dieser Funktion sind die sogenannten Isolinien, d.h., die Punkte, fiir
die gilt 2% + 2% = a = const > 0, Kreise.

Hinweis: Sind ¢ # ¢, dann ist I[N 1. =0

69
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5.1.2 Steigung von Isolinien

Sei f:D — R, DNR; eine differenzierbare Funktion und
fy(xo,yo) # 0 fir (xo,y0) € D und f(zo, yo) = ¢, d.h. :(xo, yo) € L.

Sei ferner f(z,y) = ¢ “nach y auflésbar®, d.h. es gibt eine Funktion

g:U—-R mit f(z,9(x))=c,

U ist hierbei ein Intervall der reellen Zahlen, xy € U mit yo = g(z¢) und g
ist differenzierbar. Dann ist der Graph von g “Teil” der Isolinie und (zg, yo)
liegt auf diesem Graphen.

Wegen der Differenzierbarkeit von g kann dann von einer Steigung von g bei
xo gesprochen werden. Dies ist zugleich die Steigung der Isolinie in (xg, yo)

Nun gilt mit

p:U — Ry und f:D—-R

S (gé))

f(z,g(x)) = fop(x). Mit Hilfe der Kettenregel kann die Ableitung wie folgt
berechnet werden:

df op = [Df)(P(iEo))Dp)(l"o)} dx
= | et sfan o)) o)

= [fa(20,9(x0)) + fy(20, 9(x0))g' (w0)] d

Dies ergibt, da f o p konstant = ¢ ist:

0= dfdgocp = fu(@0, 9(20)) + fy (20, 9(0))g' (x0)
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Folglich gilt:

_ fe(@o, g(x0))
fy(0), 9(x0))

Man beachte, dass der Nenner nach Vorraussetzung # 0 ist.

g'(x0) =

g'(z0) ist die Steigung der Isolinie von f bei(zo, yo)

Somit gilt unter der Annahme, dass eine differenzierbare Abbildung ¢ :
U — Ry mit den oben genannten Eigenschaften existiert: Die Steigung
einer Isolinie einer Funktion f bei (z¢,yo) hat, falls der Nenner # 0 ist,
den Wert:

fa(0,90)

fy(xo,yo)

Unter welchen, nicht sehr restriktiven Annahmen, eine solche Funktion ¢
existiert formuliert der Satz {iber implizierte Funktionen,der hier fiir reelle
Funktionen zitiert wird.

5.1.3 Satz iiber Implizite Funktionen

Theorem 6 Sei f: D — R, D C Ry, D offen, eine stetige differenzierba-
re Funktion und f(zo,y0) = ¢, dann gibt es Intervalle U C R, V C R,
xo € U, yo € V, UV offen, und eine stetig differenzierbare Funktion
g : U — V,g(xyg) = yo. Der Graph von g, [.NU x V, 1., ist die Isolinie
von f zu c.

Fiir die Ableitung von g gilt

Hinweis: Dies ist auch die Steigung der Isolinie bei (z,y).

5.2 Das Optimierungsproblem

Seien D C Ry und
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f:D— IR

sowie
g:D— IR

zwei partiell differenzierbare reelle Funktionen. Es soll der Punkt (zo,yo)
mit
f(xo,70) — max / min

unter Einhaltung der Restriktion oder Nebenbedingung

g(z,y) = (= 0)

gefunden werden werden.
Schematisch schreibt man das Optimierungsproblem wie folgt an:

Ziel funktion  f(r,y) — max/min
Nebenbedingung g(x,y) =c/0

Es gibt zur Losung dieses Optimierungsproblems drei dquivalente Metho-
den: die Tangentialmethode, die Substitutionsmethode und die La-
grangemethode.

5.2.1 Tangentialverfahren

Man betrachte das folgende Optimierungsproblem: Bestimme den Punkt
(0, Yo) mit

1 — 2% —7y? — max

unter der Nebenbedingung

zy =1
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Skizze:

[\

T2

I'1

flr,y)=2"+y* =1 I
flr,y)=2"+y° = I
flr,y)=2"+y" = Iy

Ziel funktion : fz,y) = 2* + 92
Nebenbedingunyg : g(z,y) = xy

Die Kreise sind die Isolinien fiir f(x,y) = 1/4/9
Man sieht: Wenn ein Punkt (zo, yo) ¢ = f(z0,%0) und zugleich die Neben-
bedingung xoyo = 1 erfiillt, dann sind in diesem Punkt die Steigungen der
Isolinien zy = 1 und ¢ = 1 — 2% — 42 identisch. Dies ergibt die Gleichung

fo(z,y) _ gu(2,y)
fy($ay) gy(l‘,y)
Fiigt man noch die Gleichung der Nebenbedingung hinzu:
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g(z,y) =0/c

so hat man zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten. Eine Losung (zo, yo)
dieses Gleichungssystems ist Kandidat fiir die Losung des Optimierungspro-
blems.

Es gilt der Satz

Theorem 7 List ein Punkt (zo,v0) das Mazximierungsproblem (Minimie-
rungsproblem)

f(z,y) — max / min

unter der Nebenbedingung
g(z,y) =0/c
so gilt

fo(z,y)  gu(z,y)

fu(zy)  gy(z,y)

Zusammenfassend ist fest zu stellen (unter der Voraussetzung, dass die
Funktionen die Voraussetzung des Satzes tiber implizite Funktionen erfiillen):

Ist (2o, yo) ein Punkt der das Optimierungsproblem 16st, so gilt mit

d = f(xo,0) :

Die Steigung der Isolinie von f bei d, 1;(f), an der Stelle (z¢,yo) ist gleich
der Steigung der Isolinie von g bei 0, Iy(g).

Somit gilt fiir einen Losungspunkt (xg, yo)

_fz(l’o; Y) _ _gﬂc<x07 Yo)

fy(an Yo) gy(x()a Yo)

und 9(%790) =0

Das sind zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten und ein Lésungspunkt
(x0,Yo) ist ein Kandidat fiir die Losung des Optimierungsproblems. Die Be-
dingungen geben nur notwendige Bedingung fiir eine Losung.
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Die Ermittlung von (zg,yo) aus den obigen Gleichungen nennt man auch
Tangentialverfahren.

Zur Ermittlung von (zg,yo):

fa:($07 Yo) _ _gx(wOa Yo) N
fy(%, Yo) 9y(70, Yo)

fz(x07y0) _ fy(x07y0) _ A
9z (o, yo) gy(xo, Yo)

somit gilt:

fZL‘(IO’ yo) - Agx(.fO’ yo) = O
fy(%,yo) - )\gy(l‘o,yo) = 0
9($07y0) =0

Dies ist der Lagrange-Ansatz.
Man findet (zg, o), wenn man die obigen Gleichungen 16st.

Erfiillt g die Voraussetzungen des Satzes tiber Implizite Funktion dann gibt

es eine Funktion h mit h(x) = y und g(z, h(z)) = ¢ und h(zg) = yo D.h.
d

aber, dass o f(z, h(x))]z=z, = 0. eine notwendige Bedingung dafiir ist, dass
x

(20, h(x0)) = (20, y0) das Optimierungsproblem 16st.

Das Bestimmen eines Punktes (xg, y9) durch Losen der Gleichung

d

= h(e) =

mit Hilfe von A(z) nennt man Substitutionsmethode.

Zusammenfassend gilt:

Theorem 8 FEin Punkt (x¢,yo) lost die Gleichungen der Tangentialmethode
genau dann, wenn er die Gleichungen des Lagrange-Ansatzes lost. Er lost
die Gleichungen des Lagrangeansatzes genau dann, wenn er eine Lisung der
Gleichungen der Substitutionmethode ist.
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Die Losungen (zg,yo) der Tangentialmethode, und somit auch der beiden
anderen, nennt man kritische Punkte.

Zusdammenfassend nocheinmal die Substitions- und die Lagrangemethode:

5.2.2 Substitutionsmethode

Die Substitutionsmethode “16st” somit das Optimierungsproblem wie folgt:
Es sei wieder das folgende Optimierungsproblem gegeben:

Ziel funktion  f(r,y) — max/min
Nebenbedingung g(x,y) =c/0

In einem ersten Schritt wird die Nebenbedingung nach = oder nach y auf-
gelost. Den so erhaltenen Zusammenhang setzt man nun in die Zielfunktion
ein. Hiermit hat man in der Zielfunktion nur noch eine Variable, x oder y.
Fiir diese Funktion in nunmehr einer Variablen sucht man mit den Metho-
den der Extremwertbestimmung das Maximum bzw. Minimum.

Beispiel: Zu l6sen ist das Optimierungsproblem, a > 0:

Ziel funktion flz,y) = zy — max
Nebenbedingung g(x,y) =2x+2y—a =0
Aus der Nebenbedingung ergibt sich y = § —x. Dies fiir y in die Zielfunktion
eingesetzt ergibt Sx — 22 — max. Leitet man diese Funktion nach x ab und
setzt die Ableitung gleich 0, so erhélt man § — 2x = 0 und mithin z = §
und weiter, durch Einsetzen in die Gleichung fiir y: y = ¢. Nachpriifen der
zweiten Ableitung zeigt, dass es sich um ein Maximum handelt.

Frage: Was bedeutet die obige Optimierung inhaltlich?

5.2.3 Lagrangemethode

Gegeben sei unter den gleichen Voraussetzungen wie im letzten Abschnitt
das folgende Optimierungproblem, welches wie im letzten Abschnitt ange-
schrieben wird:

Ziel funktion  f(x,y) — max/min
Nebenbedingung  g(z,y) =0/c

Bei der Lagrangemethode “macht man aus Zielfunktion und Nebenbedin-
gung eine Funktion”. Man setzt an:

L(x,y,\) = f(z,y) + A\g(z,y)
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Hierbei ist A eine weitere reelle Variable. Die so erhaltene Funktion heif3t
Lagrangefunktion. Das A wird auch Lagrangemultiplikator genannt.
Man ist jetzt in der Situation die kritischen Werte einer Funktion in drei
Variablen, z,y, A\, zu bestimmen. Dies geschieht durch Bilden der ersten
partiellen Ableitungen nach x,y und X\ sowie “Nullsetzten” der jeweiligen
Ableitungen. Hiermit hat man drei Gleichungen in drei Variablen:
Schematisch schreibt man dies wie folgt an:

Ou(f(z,y) — Ag(z,y)) =0
Oy(f(z,y) — Ag(z,y)) =0
O(f(z,y) — Ag(z,y)) =0

Man nennt die ersten beiden Gleichungen auch “Bedingungen erster Ord-
nung”. Fiir die dritte Bedingung schreibt man auch g(x,y) = ¢/0.

Ist (zg,y0) und A\ eine Losung des Gleichungssystems, so ist in (zg, o)
ein moglicher Kandidat fiir den gesuchten Extremwert gefunden. Fiir die
Existenz eines Extremwertes unter Nebenbedingungen ist eine notwendige
Bedingung, dass Zg((z,y)) # 0 und %g((m,y)) # 0 gilt, und dass (x,y)
Losung des obigen Gleichungssystems ist.

Beispiel: Es sei wieder das Optimierungsproblem
Ziel funktion flz,y) = zy — max
Nebenbedingung g(x,y) =2x+2y—a =0
gegeben, a > 0. Dies ergibt die Lagrangefunktion:

xy — A2z 4+ 2y — a)

Die partiellen Ableitungen lauten:

0u(f(z,y) = Ag(z,y)) = y+2x =0
0y(f(z,y) = Ag(z,y)) = x+2x =0
W(f(z,y) = Ag(z,y)) & 20+2y—a =0

Aus der ersten und der zweiten Gleichung ergibt sich x = y und eingesetzt
in die dritte Gleichung folgt dann z =y = 7.

Hinweis: In dieser Vorlesung wird die Interpretation des A-Multiplikators
nicht verfolgt. Ein Hinweis jedoch: A “misst” wie sich das Optimum veréndert,
wenn der Wert ¢ der Nebenbedingung “etwas grofler” gemacht wird. deswe-
gen muss der Wert von A nicht unbedingt bestimmt werden.

Hinreichende Bedingung. Die Voraussetzungen des Satzes iiber implizite
Funktionen seien erfiillt,
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ferner sei (xo,yo) ein kritischer Punkt der Lagrange-Funktion

L(x,y) = f(z,y) — Ag(z,y),

welcher die Nebenbedingung g(x,y) = 0 erfiillt.

Gilt fir L(z,y) auf dem Definitionsbereich D (mit L,,, Ly, L., seien die
partiellen Ableitungen zweiter Ordnung der Lagrangefunktion bezeichnet):

a) Lzz(xay) > OaLyy(xay) > 0 und Lm(xay)[’yy<x7?/) - Lzy(xay))Q >0

dann 16st (g, yo) das Minimierungsproblem.

b) Lyz(2,y) <0, Lyy(x,y) <0 und Lyp(2,y) Lyy(2,y) — (Lay(2,9))* > 0
dann 16st (xg, y0) das Maximierungsproblem.



Kapitel 6

Integralrechnung

Intergralrechnung beschéftigt sich im einfachsten Fall damit, Fldchen unter
Kurven zu bestimmen. Die Grundidee hierbei ist, die Fliache einer Kurve
durch Flédchen, deren Berechnung “einfach” ist, wie die Fldachenberechnung
von Rechtecken, zu approximieren. Der Integralbegriff, der hier vorge-
stellt wird, ist der Begriff des Riemann-Integrals, der auch in der Schule
verwendet wird. Er erméglicht zudem einen einfachen Zusammenhang zwi-
schen Differentiation und Integration aufzuzeigen. In diesem Kapitel wird
nur die Integration einer reellen Funktion in einer Variablen betrachtet.

6.1 Treppenfunktionen

Das (bestimmte) Integral einer reellen Funktion soll auf einfache Flachenbe-
rechnung zuriickgefiihrt werden. Deswegen betrachtet man zunéchst reelle
Funktionen, die in dieser Hinsicht besonders einfach sind, die sogenannten
Treppenfunktionen auf einem Intervall.

Definition 24 Sei [a,b] ein Intervall aus IR. Eine Funktion

T, :la,b] — IR
heifst Treppenfunktion gdw. gilt: es gibt a =ty < t; < ... < t, = b und
reelle Zahlen ¢y, ca, ..., ¢, mit T,(x) = ¢; fir t; 1 < x <t; und ¢, = T,,(b).
Skizze

Beispiel: Der einfachste Fall einer Treppenfunktion ist eine auf einem In-
tervall [a, b] konstante Funktion.

Fiir Treppenfunktionen gestaltet sich die Berechnung der Flédche unter die-
ser Funktion einfach: Sie ist die Summe der einzelnen Rechtecksflichen

79
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¢i(x;—x;_1). Hierbei ist nur zu beachten, dass sich fiir negative ¢; die Fléche
“subtrahiert”.

Bild
Der oben angesprochene Umstand fiithrt zum Begriff des Intergrals einer
Treppenfunktion.

Definition 25 Sei T,, eine Treppenfunktion auf [a,b] mit T,(x) = ¢; fir
ti1 <z <t; und ¢, =T,(b) dann heifit der Wert

n

=1

das bestimmte Integral der Treppenfunktion T,.

Beispiel: Sei T, : [0, 1] — IR mit 0 = ¢y, 1, = %,tz =1lundc¢ = %,02 =

dann ist [(Ty) = 33 + 35 =32

=

6.2 Das bestimmte Integral

Das Integral einer beliebigen Funktion f soll nun, falls méglich, mit Hilfe
von Approximationen durch solche Treppenfunktionen bestimmt werden.
Die Idee hierbei ist zunéchst zu einer gegebenen Funktion zwei Treppen-
funktionen anzugeben “zwischen” denen die Funktion liegt. Dann “liegt”
auch, anschaulich gesprochen, die Fldche dieser Funktion “zwischen” den
Intergralen der beiden Treppenfunktionen. Diese Intuition wird nun wie
folgt préazisiert.

Sei

fila,b] — IR

eine reelle Funktion und 7!, T zwei Treppenfunktionen, fiir die gilt:
THz) < f(z) und f(z) < T?(x) fiir alle z € [a, b],

so heiBt 7;} Untersumme und 7> Obersumme von f. Man kann durch Ver-
feinerung der Intervalle, die den Definitionsbereich von T)} und T? jeweils
einteilen, d.h. durch “Vergréflern” von n, Treppenfunktionen finden, die
“niher” an f sind. Die Ubertragung auf die Integrale der Treppenfunktio-
nen fiihrt im “Grenziibergang” zur Definition des bestimmten Integrals.

Definition 26 Fine Funktion f : [a,b] — heifit auf dem Intervall [a, ]
integrierbar gdw. gilt: es gibt eine reelle Zahl I so, dass fir alle € > 0 eine
Unter- und eine Obersumme T und T? bzgl. f (die von e abhingen) existiert
mat
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[—e<I(THY<I<IT*)<I+e

I heifit dann das bestimmte Integral der Funktion f auf [a,b] und f heifst
auf a,b] integrierbar. Man schreibt fir das bestimmte Integral auch:

uﬁzjfﬂ@m

Nicht jede beliebige Funktion ist integrierbar, es gilt aber der folgende Satz:
Theorem 9 Ist f : [a,b] — IR eine stetige Funktion, so ist f auf [a,0]

integrierbar.

6.2.1 Rechenregeln

f und g seien auf [a, b] integrierbar, dann gilt:
o [Vef(x)de = c [’ f(x)dz fiir alle ¢ € IR
o [Vf(@)+g(x)de = [" f(x)de + [°g(x)d baw.
S, f(@) = gle)dz = [} f(a)dz — [} g(x)dx
e Seid € [a,b], 50 gilt ["f(z) = [* fla)de+ [ f(x)d.
o [*f(x)dz =0.
o [ f@)de == [} f(x)dr.

6.3 Das uneigentliche Integral

Das bestimmte Integral einer Funktion war beziiglich eines beschréinkten
reellen Intervalls definieret. Dies kann dahingehend verallgemeinert werden,
dass die obere oder die untere Grenze des Intervalls (oder beide Grenzen)
—00 bzw. +00 gesetzt werden. Lésst sich auch dann die Flache iiber dem
nach oben bzw. nach unten bzw. nach oben und unten unbeschrénkten Inter-
vall angeben, so spricht man vom uneigentlichen Integral. Die Definition
lautet wie folgt:

Definition 27 Sei f :] — 00,b] — IR eine reelle Funktion, ist ferner fir
jedes a < b das Integral auf [a,b] definiert und existiert lim,_, o fab f(z),
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so heifit dieser Limes das uneigentliche Integral von f auf|— oo,b], in

Zeichen:
b
/ f(z)dx

Analog gilt: Sei f :]a,00] — IR eine reelle Funktion, ist ferner fiir jedes
a < b das Integral auf [a,b] definiert und ezistiert lim, o fab f(x)
so heifit dieser Limes das uneigentliche Integral von f auf ]a,oo] in

Zeichen:
/ f(z)dz

Sei f : IR — IR eine reelle Funktion, ist ferner fiir jedes a < b das Inte-
gral auf [a,b] definiert, und existiert lim,_,_o [ f(x) sowie limp_o fcb f(z),
wobei a < ¢ < b, so nennt man

/_Z fz)de = /_; f(z)dz + /COO f(x)dx

das uneigentliche Integral von f auf IR. Man nennt dann f integrierbar
auf IR oder kurz integrierbar.

6.3.1 Zusammenhang zwischen Integration und Diffe-
rentiation

Dieser Zusammenhang ist aus der Schule bekannt und erlaubt es, in be-
stimmten Fillen Integrale einfach zu berechnen.

Sei f eine auf einem offenen nichtleeren Intervall |a, b| stetige reelle Funk-
tion. Man betrachte in Abhéngigkeit der Variablen = das moglicherweise
auch uneigentliche Integral f; f(u)du, x €la,b|. Dieses ist dann zu schrei-
ben als eine Funktion in der Variablen x:

F(z) = / " Fu)du

Ist die Funktion f(z) stetig, so ist F'(z) in z differenzierbar und es gilt
F'(x) = f(x); d.h. die erste Ableitung von F'(z) ist gleich dem Integranden.
Diesen Zusammenhang kann man etwas allgemeiner fassen:

Sei f :la,b[— IR eine reelle Funktion. Gesucht ist eine differenzierbare
reelle Funktion F'(x), fiir welche gilt

vacE]a,b[‘F%x) - f(.I)
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Eine solche Funktion heifit, wenn sie existiert, Stammfunktion von f. Ist
f stetig, so existiert eine solche Funktion. Es gilt: Ist F' eine Stammfunktion
von f, so auch F' + c fiir jede reelle Zahl c.

Definition 28 Jede Stammfunktion einer Funktion f :la,b|—> IR heifst
Stammfunktion von f. In Zeichen: [ f(z)dx = F(z) + ¢

Hinweis: Ist F/(z)+c Stammfunktion von f, so ist fab f(x)dz = F(b)—F(a).

Wichtige Stammfunktionen:

o f(z)=2a", F(z) = 52" +¢

(]
—
8
I
Q

T F(x)=€e"+c

1 —
=, F(r)=hz+c
Frage: Wie lauten die Stammfunktionen von sin z und cos z?

6.3.2 Zusatz: Substitutionsregel und partielle Integra-
tion

Zur Vollstandigkeit seien zwei wichtige Sétze zitiert.

Theorem 10 (Substitution) Sei I = [u, 0] ein reelles Intervall, f : I — IR
eine stetige Funktion und ¢ : |a,b] — I eine stetig differenzierbare Funktion,
dann gilt
b . »(b)
| o= [ s
a #(a)

Theorem 11 (Partielle Integration) Seien f,g : [a,b] — IR zwei stetig
differenzierbare Funktionen . Dann gilt

/ F@)g @)z = F(2)g(@)]’ — / 9(2) ' (@) dz
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Kapitel 7

Lineare Gleichungssysteme
und der Gauss-Algorithmus

Wir werden in dieser Vorlesung lineare Gleichungssysteme nur in sehr ein-
geschrankten Umfang behandeln. Im Zentrum wird ein Verfahren stehen,
welches es ermoglicht, lineare Gleichungssysteme schematisch zu l6sen: der
sogenannte Gauss- Algorithmus.

7.1 Lineare Gleichungssysteme

Lineare Gleichungssystem mit n unbekannten und m Gleichungen sind im
Prinzip aus der Schule bekannt. Sie wurden wie folgt notiert:

a11I1+ 0612{L’Q+ e +Oé1nl’n = b1
an 1+ QopTot ... Hagx, = by
Um1T1+  Qpalat ... FQppT, = bm

Sie haben solche Gleichungssysteme gelost, in dem Sie die sogenannten
zuléssigen Spalten - und Zeilenumformungen durchgefiihrt haben; beispiels-
weise haben Sie eine Zeile von einer anderen abgezogen oder eine Zeile mit
einer reellen Zahl multipliziert, usw. Hiermit konnten Sie das Gleichungs-
system losen. Ebenfalls aus der Schule wissen Sie, dass Gleichungssysteme
genau eine Losung, mehrere oder gar keine Losungen haben konnen. Diese
Eigenschaften seien nun in etwas systematischerer Weise eingeholt.

Zunéchst sei das obige Gleichungssystem in Matrizenschreibweise an-
gegeben. Ein lineares Gleichungssystem mit n Unbekannten und m Glei-
chungen lésst sich schreiben als

r=b

85
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Hierbei ist A € IR, — die sogenannte Koeffizientenmatrix —, ¥ € IR,
ist also em Spaltenvektor und b € IR,,; ein Spaltenvektor der Dunenswn
m. Ist b =0 so sagt man auch: Das Gleichungssystem ist homogen. Fiir
b # 0 sagt man auch: das Gleichungssystem ist inhomogen.

7.1.1 Losbarkeit von linearen Gleichungssystemen

Um die Losbarkeit von linearen Gleichungssystemen zu untersuchen, braucht
man den Begriff des Ranges einer Matrix: Der Rang einer Matrix ist die
maximale Anzahl der linear unabhéngigen Zeilen bzw. Spalten einer Matrix.
Hierbei werden die Zeilen bzw. die Spalten als Zeilen- bzw. Spaltenvektoren
aufgefasst.

Es gilt: die maximale Anzahl der linear unabhéngigen Zeilen ist gleich der
Anzahl der maximal unabhéngigen Spalten. Der Rang einer Matrix A wird
rg(A) oder |A| notiert.

Kriterien fiir die Losbarkeit von linearen Gleichungssystemen ergeben sich
wie folgt: Zunéchst wird die Matrix (fT, g), die sogenannte erweiterte Matrix,
gebildet. Dies ist eine m x n + 1 - Matrix, die aus der Koeffizientenmatrix
A dadurch entsteht, dass ihr der Losungsvektor b als weitere n + 1-te Spal-
te hinzugefiigt wird. Sowohl rg(ff) als auch rg(A b) lasst sich berechnen.
Mit Hilfe der Rénge von A und von (A, b) lassen sich nun fiir ein lineraes
Gleichungssystem AT = b Kriterien fiir ihre Losungsmengen angeben:

1. Gilt n = m und ist rg(A) = rg(A,b) = n, so gibt es genau eine

Losung.

-

2. Gilt n = m und ist rg(ff) < rg(ff, ), so gibt es keine Losung.

=,

3. Gilt n = mundist rg(A) = rg(A,b) < n, so gibt es mehrere Losungen.

4. Gilt n > m (weniger Gleichungen als Unbekannte) so gibt es entweder
mehrere Losungen oder keine Losung.

5. Gilt n < m (mehr Gleichungen als Unbekannte), so gelten die ersten
drei Kriterien entsprechend.

Beispiel:

T+ a9 = 1
25131+

[
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Hier sind die Zeilenvektoren (1,1) und (2, %) linear unabhéngig. Die Koeffi-
zientenmatrix hat somit den Rang 2. Geht man zur um den Lésungsvektor

erweiterten Matrix
(1 1 1)
1
2 3 1

iiber, so sieht man, dass auch die beiden Zeilenvektoren, die jetzt drei Kom-
ponenten erfassen, linear unabhéngig sind. Somit hat auch diese erweiterte
Matrix den Rang 2.

7.2 Gauss-Algorithmus

Der Gauss-Algorithmus erméglicht es, auch gréfiere Gleichungssysteme sy-
stematisch zu l6sen.Hierzu sei an die Zeilen- und Spaltenoperationen erin-
nert, welche die Losungsmenge nicht verdndern:

1. Vertauschen von Gleichungen (sprich Zeilen).

2. Vertauschen von Spalten (Vorsicht: hierbei verédndern sich die Bezeich-
nungen von den Unbekannten.)

3. Multiplikation einer Gleichung (einer Zeile) mit einem Skalar # 0
4. Addition oder Subtraktion des Vielfachen (# 0!l!) einer Gleichung

(Zeile) vom Vielfachen (# 0!!l) einer anderen Gleichung (Zeile).

Der Gauss-Algorithmus besteht nun darin, ein Gleichungssystem auf eine
Gestalt zu bringen, an der das Ergebnis “abgelesen” werden kann. Hierzu
schreibt man sich das Gleichungssystem AZ = b wie folgt an:

T1 Ty ... Tn

@11 19 ... O1p bl
Qg1 Q29 ... Qo b2
Am1 Cp2 ... Qpp bm

Diese Matrix wird nun solange durch zuldssige Zeilenumformungen umge-
formt bis sie fiir £ < min{n, m} auf die nachfolgende Gestalt kommt:
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1T X2 L. Tn

1 oy ... af, | Y

0 1 . oy, | b

0o 1 e A

0 ... 0 .0 |[by
0 : 0 v,

0 0 0 b

Hieraus lésst sich dann die Losung ablesen, falls eine Lésung vorhanden ist.

1. Fir £ < n < m hat das Gleichungssystem genau eine Losung falls
n = k gilt und zudem n < m sowie b; = 0 fiir alle n < j < m ist .
Ist n < m und b; # 0 fiir ein n < j < m, so ist das Gleichungssystem
nicht 16sbar.

2. Fir £k < n < m hat das Gleichungssystem mehrere Losungen, falls
b, =0 fiir alle k < j < m gilt. Ist b; # 0 fiir ein k < j < m, so ist das
Gleichungssystem nicht 16sbar.

3. Fir £ < m < n hat das Gleichungssystem mehrere Losungen, falls
v, = 0 fiir alle k < j < m. Ist b; # 0 fiir ein k < j < m, so ist das
Gleichungssystem nicht 16sbar. Fiir m < n ist das Gleichungssystem
nie eindeutig losbar.

Beispiel: Gegeben sei das Gleichungssystem:

T+ wet+ x3 = 1
T+ 2[L‘3 = 1
2$2+ xr3 =

Das Startschema fiir den Gauss-Algorithmus lautet wie folgt:

1 T I3 ‘ b
11 111
1 0 2|1
0 2 1]2

1. und 2. Umformung, zweite Zeile - erster Zeile (in Zeichen: II - ) und
zweite Zeile mal —1 (in Zeichen: —1 II):
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1 T2 I3 b
1 1 11
0 1 —-110
0 2 1 |2
3. und 4. Umformung, III - 2 II und % I11:
Tr1 X2 I3 b
11 11
0 1 —-1|0
0 0 1|2

Aus der dritten Zeile ist nun abzulesen x3 = % Dies ergibt eingesetzt in die

zweite Zeile xo = % Diese beiden Werte ergeben in die erste Zeile eingestezt

_ 1
Ir1 = -3
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Kapitel 8

Simplex-Algorithmus, Lineare
Programmierung

Im letzten Kapitel der Vorlesung wird in seinen einfachsten Grundziigen
ein Algorithmus vorgestellt, der es erlaubt, lineare Optimierungspro-
bleme unter linearen Nebenbedingungen zu l6sen. Man hat es somit mit
einem Optimierungsproblem unter Nebenbedingungen zu tun, in welchem
die Zielfunktion linear ist und die (im Allgemeinen mehreren) Nebenbe-
dingungen lineare Ungleichungen darstellen. Wir betrachten hier nur den
Losungsalgorithmus fiir ein lineares Optimierungsproblem in seiner soge-
nannten kanonischen Form. Diese lautet: Die lineare Funktion

n
j=1
soll maximiert werden unter den m Nebenbedingungen
n
Zaij%ﬁbi, b; 20, 1<:<m
j=1

und den sogenannten nicht-Negativitdtsbedingungen:

z; >0, 1<7<n

91
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Hat man nur Funktionen in zwei Variablen, so 148t sich das Problem wie
folgt veranschaulichen:
Bild
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Das fett umrandete Vieleck — mathematisch auch Simplex genannt, da-
her der Name — beschreibt die Punkte (1, z3), die alle Restriktionen erfiillen.
Verschiebt man die eingezeichnete diinne Gerade, welche die Zielfunktion
darstellt, entlang der y-Achse nach oben, so wird ihr Wert groler. Verschiebt
man sie solange in dieser Richtung bis sie gerade noch die Losungsmenge
beriihrt, so hat man ihren grofiten Wert gefunden, der (gerade noch) die
Restriktionen einhélt. Man sieht an der Skizze, dass dieser Wert in einer
Ecke des Simplex angenommen wird. Dies ist kein Artefakt der Anschau-
ung. Man kann nédmlich beweisen, dass das Optimum eines Linearen Op-
timierungsproblems immer in einer Ecke des Simplex angenommen wird.
Ist die Zielfunktion parallel zu einer Kante des Simplex, so gibt es mehrere
optimale Werte: alle Punkte, die auf der zur Zielfunktion parallelen Kante
des Simplex liegen.

Der Simplex-Algorithmus tut nun nichts anderes als systematisch die
Ecken “durchzuprobieren”, und dann bei der Ecke, an der die optimale
Losung angenommen wird “zu stoppen”. Er tut es so, dass moglichst wenig
Ecken “ausprobiert” werden miissen, um die optimale Losung zu finden.

Um dies rechnerisch und schematisch einzuholen schreibt man sich das
Optimierungsproblem erst um:

9= ch%‘

i=1

soll maximiert werden unter den m Nebenbedingungen
n
Zaijxj"‘yi:bi, bi >0, 1<i<m
j=1

Hierbei wird durch die Einfiihrung der sogenannten Schlupfvariablen y;, 1 <
1 < m, fiir jede der Restriktionsungleichungen zu einer Gleichung. Es gilt
y; > 0,2 = 1,...,m. Die iibrigen nicht-Negativitdtsbedingungen bleiben er-
halten:

; >0, 1<75<n

Weiter schreibt man die Zielfunktion in der Form:

qg— chxj =0
j=1

Hiermit erstellt man das sogenannte Simplextableau oder Starttableau:
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1 ... XTp Y1 - Ym g| b
U1 a1 oo Qqp 1 e 0 0 bl
Ym | OGm1 o Qun O ... 1 0|0y
g|—c ... —c, 0 ... 0 1|0

Die letzte Zeile heifit Zielfunktionszeile. Durch zuléssige Zeilenoperatio-
nen dieses Schemas kommt man schliellich zum Ergebnis. Dies soll der
Ubersichtlichkeit halber an einem konkreten Problem gezeigt werden. Hier-
bei wird zugleich die Begrifflichkeit eingefiihrt.

Beispiel und Algorithmus:
Gegeben sei das folgende lineare Optimierungsproblem:
g = 3x1 + bry — max

unter den folgenden Nebenbedingungen

T1+ 251?2 < 10
T+ X9 S 7
31‘1 S 18

und den nicht-Negativitdtsbedingungen xy > 0,25 > 0.
Skizze gezeichnet fiir g = 15
Iterationsanfang

Ty Ty Y1 Y2 Y3 g| b
| 12 1 0 0 0]10
0

0

yp| 1 1 0 1 0 7
s/ 3 0 0 0 1 18
g1-3 =5 0 0 0 1|0

Die Schlupfvariablen y;, y2, y3 in der ersten Spalte zeigen an, dass sie nicht
0 gesetzt sind. Variablen, die nicht 0 gesetzt sind, heiflen Basisvariablen.
x1 und x5 treten in der Spalte nicht auf; d.h. sie sind auf 0 gesetzt. Varia-
blen dieser Art werden auch nicht-Basisvariablen genannt. Dies entspricht
einem Suchanfang im Punkt (0,0) Hier ist ¢ nicht maximal. Im néchsten
Schritt soll die benachbarte Ecke gefunden werden, an der die Zielfunkti-
on grofler wird und die zu einem moglichst schnellen Ende des Verfahrens
fithrt. D.h. es soll die benachbarte Ecke gefunden werden, fiir die sich g
“mehr vergrofert”. Zur Auswahl steht entweder die Ecke mit z; = 0 oder
xo = 0. Betrachtet man die Zielfunktion g = 3x; + 5z, so sieht man, dass
die “bessere” VergroBerung erreicht wird fiir 1 = 0 und x5 > 0. Dies 148t
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sich in der Zielfunktionszeile des Tableaus ablesen. Das Minimum der dort
auftretenden Koeffizienten ist —5. Somit ergibt sich die erste Regel:

Suche in der Zielfunktionszeile den kleinsten negativen Eintrag. Die Spalte
iiber diesem Eintrag heifit Pivotspalte.

Hiermit ist 1 = 0 und x5 > 0 gesetzt. Um zu wissen, “wie grofl” xy werden
darf, untersucht man die Nebenbedingungen fiir x; = 0

e+ y1 = 10
Tot+ Yo = T
01’2—{- Ys = 18

Hieraus ergibt sich, dass die dritte Gleichung keine Restriktion an x5 formu-
liert, aus der ersten Gleichung ergibt sich x5 < % = 5 und aus der zweiten
Ty < % = 7. Die erste Gleichung formuliert die schérfere Bedingung. Fiir
x9 =5 (bei x; = 0) sind alle Nebenbedingungen erfiillt und die Zielfunkti-
on erhélt den grofiten moglichen Wert, wenn x; = 0 gesetzt ist. Auch dies
lasst sich aus dem Tableau ablesen, indem man ihm noch eine Spalte hin-
zufiigt und dort dem minimalen Wert ab—p, a;p, 7 0 (p steht fur die Nummer
der Pivotspalte) bestimmt. Die Zeile neben diesem minimalen Wert ist die
Pivotzeile. Der Schnittpunkt von Pivotzeile und Pivotspalte ist das Pi-
votelement (hier durch Fettdruck gekennzeichnet). Dies wird im zweiten
Tableau festgehalten:

Ty Ty Yy Y2 Y3 g| b abp
(x)yn | 12 1 0 0 0[10] 5
Yo 1 1 0 1 0 07 7
Y3 3 0O 0 0 1 0[18|——
g -3 -5 0 0 0 1|0

Das x5 in Klammern vor dem g, symbolisiert, dass nun x5 # 0 und y; = 0
gesetzt ist. Dieses Tableau wird nun solange durch zuldssige Zeilenum-
formungen umgeformt, bis in der Stelle des Pivotelementes der Wert 1
steht und sonst in der Pivotspalte lauter Nullen vorkommen. Hierdurch
ist das Optimierungproblem nicht verdndert, sondern nur umgeformt (un-
ter Beriicksichtigung der neuen Basisvariablen). Notiert man noch die neue
Basisvariable, so ergibt sich das zweite Tableau, welches eine dquivalente
Darstellung des Optimierungsproblems darstellt.
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Ty T2 Y1 Y2 Ys g aip

Ty 05 1 05 0 0 O 10

(r1)y2] 05 0 —-05 1 0 0|2 | 4

Ys 3 0 0 0 1 018 6
g 05 0 25 0 0 1|25

Betrachtet man hier die Zielfunktionszeile, so sieht man, dass die Va-
riable x5 nicht mehr vorkommt. Das Maximum héngt nur von x; und
und den Restriktionen ab. g wird am gréfften, wenn 1 positiv und y; = 0
ist. Somit gibt wieder der kleinste negative Wert die Pivotspalte. An der
Zeile ganz rechts sieht man, dass sich die zweite Restriktion am schérfsten

erweist fiir yo = 0( y; =0 II1):

05$1+ To = 5
0.521+ Y2 = 2
31‘1—|— Ys = 18

Somit ist die zweite Zeile die Pivotzeile und der Wert am Schnitt von
der ersten Spalte und zweiten Zeile das Pivotelement. x; wird somit Basis-
variable. Das Tableau wird nun in einem weiteren Schritt solange dquivalent
umgeformt, bis an der Stelle des Pivotelementes der Wert 1 steht und sonst
iiberall in der Pivotspalte Nullen. Dies ergibt:

veowr gy ys 9| b|2s
220 1 1 -1 0 0|3
2|1 0 =1 2 0 0|4
ys| 0 0 3 —6 1 0|6
g0 0 2 1 0 1|27

An diesem dritten Tableau sieht man, dass in der letzten Zeile kein nega-
tiver Wert mehr vorkommt. Ausgeschrieben bedeutet dies g+ 2y, +y» = 27.
Da y; = y2 = 0 gesetzt sind (Ausschopfen der entsprechenden Restriktio-
nen) ergibt sich fiir ¢ der maximale Wert 27. Dieser wird angenommen von
den (z1,x2), die die Restriktionen mit y; = y, = 0 erfiillen:

To = 3
ry = 4
ys = 6

Allgemein endet der Simplexalgorithmus, wenn in der Zielfunktionszeile nur
noch Werte grofler oder gleich Null stehen. Die Eintragungen in der ersten
Spalte des letzten Tableaus, die Basisvariablen, ergeben mit der Nullsetzung
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der nicht-Basisvariablen den Punkt, an welchem die optimale Losung ange-
nommen wird. Der Wert der Zielfunktion g steht in der Zielfunktionszeile
in der Spalte ganz rechts.

Das Vorgehen bei der Durchfithrung des Simplexalgorithmus lésst sich
nun wie folgt angeben:

1.

2.

Erstellen des Simplextableaus.

Bestimmung des kleinsten negativen Eintrags in der Zielfunktionszeile.
Dies kennzeichnet die Pivotspalte.

Bestimmung von min 2 a;, # 0 (Der Index p steht fiir die Pivot-

Aip

spalte.) Dies ergibt die Pivotzeile.

Der Schnittpunkt von Pivotspalte und Pivotzeile ergibt das Pivotele-
ment.

Umformung des Tableaus durch zuléssige Zeilenumformungen bis an
der Stelle des Pivotelementes der Wert 1 steht und an den {ibrigen
Stellen lauter Nullen.

. Enthélt die Zielfunktionszeile noch negative Werte, so fithre das Ver-

fahren, beginnend bei Schritt 2 nocheinmal durch.

Dies ist solange zu wiederholen bis in der Zielfunktionszeile nur noch
Eintrage > 0 stehen. Dann stoppt der Simplexalgorithmus.

Der maximale Wert ist in der Zielfunktionszeile in der Spalte ganz
rechts abzulesen. Die Basisvariablen, welche die Gleichungen erfiillen
(die nicht-Basisvariablen haben den Wert 0) geben den Punkt an, an
welchem die optimale Losung angenommen wird.
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Kapitel 9

Finanzmathematik

Dieses Kapitel mit “Finanzmathematik” zu iiberschreiben, ist etwas hoch-
trabend. Aus Zeitgriinden werden nur zwei wichtige Themen dieses Gebietes
behandelt: Zinsrechnung und Tilgungsrechnung. Zum weiterfithrenden Stu-
dium werden die einschlagigen Kapitel in Kallischnigg, Kockelkorn Dinge,
“Mathematik fiir Volks-und Betriebswirte” (Oldenburg), Opitz, “Mathema-
tik - Lehrbuch fiir Okonomen” (Oldenburg), Sysaeter, Hammond, “Mathe-
matik fir Wirtschaftswissenschaftler” (Pearson Studium) und Karmann,
“Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler” (Oldenburg) empfohlen.

Bevor die Behandlung der Themen begonnen wird, sei nachstehend die
in diesem Kapitel verwendete Notation vorangestellt.

n: Laufzeit der Verzinsung bzw. des Kredits, meist in Jahren.

Ko: Anfangswert, Startwert, Kreditbetrag (bei Tilgungsrechnung), An-
fangskapital, Startkapital (bei Zinsrechnung).

K,,: Endwert, Zeitwert, Restwert.

p: Zinssatz (in Prozent).

q = 1+ 7551 Aufzinsungsfaktor (Gleitkommadarstellung).

%: Abzinsungsfaktor.

Ky, Barwert.

9.1 Zinsrechnung

Das Grundmuster der Zinsrechnung ist wie folgt: ein Geldbetrag (Anfangs-,
Startkapital) wird zu einem vereinbarten Zinssatz p fiir eine bestimmte Zeit

99
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(Laufzeit), meist Jahre, angelegt. Die Laufzeit wird (gewthnlich) in endlich
viele gleich lange Intervalle (meist Jahre) — den sogenannten Zinsperioden
— eingeteilt. Nach jeder Periode (meist am Ende des Jahres), wird der durch
Verzinsung erworbene Geldbetrag dem erwirtschafteten (bzw. angelegten)
Betrag zugeschlagen. Dieser Betrag wird dann zu den gleichen Zinsbedin-
gungen wieder verzinst; die jeweiligen Zinsen werden am Ende der jeweiligen
Zinsperiode zugeschlagen. Am Ende der Laufzeit ist dann durch sukzessive
Verzinsung der Endwert erreicht. Als Beispiel wurde dieses Vorgehen bei
der Einfiihrung der Differenzengleichungen schon vorgestellt. Sind die Zin-
sperioden Jahre, so spricht man von jahrlicher Verzinsung. Diese ist jetzt
der Ausgangspunkt fiir die weiteren Ausfithrungen.

Sei nun K das zu einem Zeitpunkt (am Anfang des Jahres 0) zu p% Zinsen
angelegte Kapital. Das Kapital wird n Jahre sukzessive verzinst und der
Zinsbetrag wird jeweils am Anfang des jeweils folgenden Jahres — Jahr ¢ —
dem bis dahin erwirtschafteten Kapital — K; ; — zugeschlagen:
K, = K, + 755 = Ki-1q (¢ = 1 + 155, Aufzinsungsfaktor, siche oben).
Hiermit ist eine homogene lineare Differenzengleichung 1. Ordnung gegeben.
Somit ist der Endwert K, nach n Jahren Laufzeit geméafl der Losungsformel:

K, = Ko(1 + )" = Kog"

100

Die oben stehende Gleichung wird im Folgenden “Ausgangsgleichung” ge-
nannt.
Betrachtet man diese Gleichung, so sieht man, dass hier vier Gréflen ein-
gehen: Ky, p, n und K,. Hiermit sind zugleich vier Fragestellungen im Zu-
sammenhang mit der Zinsrechnung gegeben, je nachdem welche der vier
Kenngrofen als “unbekannt” behandelt wird (wobei dann die verbleiben-
den drei Kenngroflen “bekannt” sein miissen):

1. Es wird nach dem Endwert — K,, — gefragt. Hierbei ist Ky, n und p
bekannt. K, berechnet sich dann gemé&fl obiger Formel.

2. Es wird nach dem Startkapital, Ky, gefragt, welches benotigt wird um
nach n (gegebenen) Jahren, bei einem (gegebenen) Zinsatz p zu einem
(gegebenen, anvisierten, zu erreichenden) Endwert, K,,, zu kommen,
benotigt wird. Einfaches Auflésen der obigen Gleichung nach Ky er-
gibt:

Ko=K,qg"

3. Es wird nach dem Zinssatz p gefragt, der vereinbart werden muss,
um nach n Jahren (bekannt) ausgehend von einem Startkapital Ky
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(bekannt) zu einem Endwert K, (bekannt) zu kommen. Auflésen der
Ausgangsgleichung nach p ergibt:

K,
p= 100(,“/F0 —1)

4. Die vierte Fragestellung fragt nach der Laufzeit n, die benotigt wird,
um ausgehend von einem Startkapital K, (bekannt), einem Zinssatz p
(bekannt) zu einem Endwert K, (bekannt) zu kommen. Auch hierbei
berechnet sich die “unbekannte” Laufzeit durch Auflosen der Aus-
gangsgleichung:

Der letzte Zusammenhang bedarf einiger Erlduterungen: Zunéchst sei e*
das Zeichen fiir die Exponentialfunktion. Deren Inverse ist die Funktion des
natiirlichen Logarithmus, in Zeichen Inz. Da die Exponentialfunktion (oft
auch kurz e-Funktion genannt) die Inverse des natiirlichen Logarithmus ist,
gilt elnz = In(e*) = x. Ferner gilt allgemein: a® = e*™™4. Hiermit kann

K, = Ko(1+ L) = Ko

100
wie folgt ausgedriickt werden:
K, = Ko(1+ -2 )m = Kgenlne
100

Dies ergibt in einer ersten Umformung

K,
Ky

qn — enlnq

Das Logarithmieren der rechten und der linken Seite ergibt dann

K,
IH(E) =nlng
Dividiert man nun noch die rechte und die linke Seite der Gleichung durch

In g, so erhélt man das Ergebnis unter Punkt 4 der obigen Aufzéhlung.
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9.1.1 Unterjahrige Verzinsung

Die Zinsrechnung wurde hier basierend auf der Modalitédt der jéhrlichen
Verzinsung eingefiihrt. Es sind aber auch andere Modalitéten der Verzinsung
iiblich, z.B. die unterjihrige Verzinsung. Hierbei wird ein Jahr in m gleich
lange Zinsperioden unterteilt. Am Ende dieser Perioden wird das Kapital
jeweils verzinst. Ublich sind hierbei m = 4 (vierteljéhrliche Verzinsung) und
m = 12 (monatliche Verzinsung). Einer Verzinsungsdauer von n Jahren
entsprechen hierbei nm Zinsperioden. Ausgegangen wird hierbei von dem
sogenannten nominellen Jahreszins p. Am Ende einer Zinsperiode wird das
jeweilige Kapital dann mit einem Zinssatz von £ verzinst. Fiir den Endwert
nach n Jahren (d.h. nach nm Zinsperioden) ergibt sich dann der Endwert:

p nm
K, = Ko(1+ m)
Auf die Frage, wie grofl der Zinssatz sein miisste, um bei jéahrlicher Ver-
zinsung nach n Jahren zum gleichen Endwert K, zu gelangen, gibt der
sogenannte effektive Jahreszins, p.rr, Auskunft. Er ist ein Vergleichszins

und berechnet sich aus der Gleichung

peff n p nm
Ko(1+ 20y — g — Ky(1+ —2—
o1+ 100) of +m100)

Auflésen der Gleichung nach p.y; ergibt dann:

peff n b nm
1+—)"=(14+ ——
(1+ 100) ( +m100)

Deff P \m
1+ =1+ ==
+ 100 ( +m100)

und weiter

P \m
e = 100((1 4+ ——y" —1
Pesr = 100((1 + mlOO) )

9.1.2 Stetige Verzinsung

Die stetige Verzinsung geht von der Intuition aus, dass die Unterteilung in
m Zinsperioden bei der unterjahrigen Verzinsung “stetig verfeinert” wird.
Es liegt hier ein Grenziibergang von m — oo zugrunde. Weiter wird ange-
nommen, dass ausgehend von einem nominellen Jahreszins p fiir den Zinsatz
der Zinsperioden lim,, o (£) = 0 gilt. Der Endwert K, erscheint nunmehr
als Limes:

. p
K, = lim (Ky(1 + ——)mm
im (Ko +m100)
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Das Ergebnis dieses Grenziibergangs sei hier ohne Beweis zitiert:

. p np
K,=1 Ko(l + —)"" = Kye100
A (Kol + 2550) o°
Interessant ist hierbei, dass trotz unendlich vieler Zinsperioden das Anfangs-
kapital nur bis zu einem endlichen Endwert anwachsen kann. Die stetige

Verzinsung gibt diesen maximal erreichbaren Wert an.

9.2 Tilgungsrechnung

Die Grundlegende Situation, die mit der Tilgungsrechnung behandelt
wird, ist die Folgende: Zu einem Zeitpunkt ¢ = 0 wird ein bestimmter Geld-
betrag Ky als Kreditbetrag aufgenommen. Es wird vereinbart, dass diese
Schuld — oder die verbleibende Schuld, falls hiervon Teilbetrage, die soge-
nannte Tilgung, zuriickgezahlt werden — jéhrlich mit einem festgesetzten
Zinssatz p belastet wird. Wie sich Schuld und Tilgung sowie die zu lei-
stenden Zinszahlungen iiber die Zeit hinweg entwickeln, ist Gegenstand der
Tilgungsrechnung. Gewdchnlich wird davon ausgegangen, dass vom Kredit-
betrag jahrlich ein Anteil getilgt wird und, dass jéhrlich fiir die verbleibende
Schuld die Zinsen — die Zinszahlung — zu entrichten sind. Es sind somit
jahrlich zu entrichten: die Tilgung und die Zinszahlung. Die Summe aus
jahrlicher Tilgung und jahrlicher Zinszahlung nennt man Annuitét:

Annuitit = Zinszahlung + Tilgung

Man unterscheidet zwei Modalitdaten dieser jahrlichen Riickzahlungen: Die
Riickzahlung mit konstanten Annuitéten und die Riickzahlung mit variablen
Annuitéaten.

9.2.1 Riickzahlung mit konstanten Annuitéiten

Sei nun die Annuitdt mit A bezeichnet. Riickzahlung mit konstanten An-
nuitdten bedeutet, dass am Ende eines jeden Jahres der Kreditnehmer einen
festgelegten Betrag, A, die Annuitét, zahlt. Dieser Betrag setzt sich zusam-
men aus der Zinszahlung fiir die im jeweiligen Jahr, ¢, verbleibende Rest-
schuld Z; und der in diesem Jahr mdogliche Tilgung T;:

A:Zt‘l‘ﬂOderﬂ:A—Zt

Diese Zahlungen setzen sich fort, bis der Kredit getilgt ist.
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Die Zinsen Z;, die am Ende des Jahres ¢ anfallen berechnen sich als
Ki 1755, wobei K;_; die Restschuld am Anfang des Jahres ist. Hiermit gilt
fir die Restschuld K; am Ende des Jahres ¢:

Ki=Ki1—T, =K1 —A+7Z, =K, _A‘i‘Kt—l% =-A+ K, 1q

Dies ist eine inhomogene lineare Differenzengleichung ersten Grades. De-
ren Losungsformel gibt die Restschuld nach n Jahren in Abhéangigkeit des
Kreditbetrages und des Aufszinsungsfaktors ¢ an:

gt —1

qg—1

Soll der Kredit nach n Jahren zuriickgezahlt sein, d.h. K,, = 0, so berechnen
sich die hierfiir noétigen Annuitéten wie folgt:

Kn :quO —A

und somit

Die Tilgungsbetréige berechnen sich von Periode zu Periode wie folgt:

p p
Th,=A—7Z=A-K, 1—=A—(Ky o —T, 1)— =T,_
t t 1700 (Kt tl)lOO t—14
Dies ist eine lineare homogene Differenzengleichung erster Ordnung mit dem
Anfangswert 11 = A — Kof5, deren allgemeine Losung lautet T; = Tigt—t.
Hiermit ergibt sich fiir die Zinsbetrige Z, = A — Ti¢* 1

Hinweis: Zeigen Sie den Zusammenhang zwischen T} und T} mittels vollstandiger
Induktion.

9.2.2 Riickzahlung mit variablen Annuititen

Bei diesem Riickzahlungsmodus wird vereinbart, dass jedes Jahr ein fester
und iiber die Jahre gleicher Betrag getilgt werden soll und, dass nach n
Jahren die Schuld getilgt sein soll, d.h. K,, = 0. Es ist wieder ein jahrlicher
Zinssatz p vereinbart. Die Zins- und Tilgungszahlungen erfolgen jeweils am
Ende eines Jahres. Da die Tilgung konstant ist und die Schuld Ky nach n
Jahren getilgt sein soll, ergibt sich
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o

T

Die Annuitdten variieren nun in Abhéngikeit von ¢, 1 < ¢t < n, da die
Zinszahlungen weiterhin variieren:

At:T"—Zt

Zy berechnet sich hierbei als Z, = (Ko — (t — 1)£2)&-. Dies ergibt fiir die
jeweiligen Annuitédten A; in Abhéngigkeit der Schuld, der Laufzeit und des

Zinssatzes:

K
1 _O)i
n 100
Ein Tilgungsplan mit variablen Annuitéten soll an nachstehendem Beispiel
erlautert werden.

Beispiel: Eine Schuld von Ky = 10000 soll binnen vier Jahren getilgt wer-
den. Es wird ein Zinssatz von p = 5% und ein Riickzahlungsmodus mit
variablen Annuitdten vereinbart. Hierbei ist T" = % = 2500. Zinsen,
Annuitédten und Restschuld entwickeln sich wie es dem nachstehenden Til-
gungsplan zu entnehmen ist:

Z A K
500 3000 7500
375 2875 5000
250 2750 2500
125 2625 0

=W N |

9.3 Wirtschaftswissenschaftliche Funktionen

Es ist bekannt, dass viele wirtschaftlichen Zusammenhénge durch Funk-
tionen ausgedriickt werden. Sind diese Funktionen differenzierbar, so las-
sen sich auch ihre jeweiligen Ableitungen und damit assoziierte Funktionen
wirtschaftlich interpretieren. In Folgenden werden einige solcher Funktionen
angegeben.

9.3.1 Angebots- und Nachfragefunktion

Eine Angebots- bzw. Nachfragefunktion gibt die angebotene Menge bzw. die
nachgefragte Menge eines Gutes in Abhéngigkeit von dessen Preis wieder.
Hierbei sei
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A:D— IR

die Angebotsfunktion und

N:D— IR

die Nachfragefunktion. In beiden Féllen werden die Elemente von D als
Preise und der Wertebereich als Mengenangaben interpretiert. Typischer
Weise ist die Angebotsfunktion eine in D (im Preis) monoton wachsende
Funktion und die Nachfragefunktion eine in D (im Preis) fallende Funktion.
Handelt es sich bei Angebots- und Nachfragefunktion um das gleiche Gut,
so ist es sinnvoll, nach dem Preis zu fragen, fiir welchen die Angebotsmenge
gleich der Nachfragemenge ist. D.h. es wird nach = € D gefragt, fiir welches
A(x) = N(x) gilt. Existiert ein solches z, so wird es Gleichgewichtspreis
genannt.

9.3.2 Produktions- (Ertragsfunktion)

Eine Produktionsfunktion gibt die produzierte Menge eines Gutes in Ab-
héngigkeit der zur Produktion verwendeten Faktoren, wie beispielsweise
Arbeitszeit, Rohstoffe, Maschinenbelegungszeiten, etc. an. Diese Faktoren
werden auch Produktionsfaktoren genannt. Bezeichnet nun X eine Produk-
tionsfunktion und rq, ..., 7, die zur Produktion eingesetzen Mengen der je-
weiligen Faktoren, so ist der Ertrag der Funktionwert X (rq,...,7,).

Im Folgenden sei die Produktionsfunktion der Einfachheit halber eine
differenzierbare Funktion (in einer Variablen)
X:D— IR
und mithin X (7) der Ertrag, der mit der eingesetzten Menge r € D erzielt
wird. Hiermit lassen sich folgende assoziierte Funktionen definieren:

9.3.2.1 Durchschnittsertragsfunktion

Ist X eine Produktions-(Ertragsfunktion), so ist

X(r)

DE(r) = .

die assoziierte Durchschnittsertragsfunktion. Diese gibt an, welchen Ertrag
eine Einheit des eingesetzten Faktors durchschnittlich ergibt.
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9.3.2.2 Grenzertragsfunktion

Ist X eine Produktions-(Ertragsfunktion) und differenzierbar, so ist

GE(r) = d);y) — X'(r)

die assoziierte Grenzertragsfunktion. Diese gibt ndherunsweise an, wel-
che Ertragsverdnderung eine Anderung der Einsatzmenge r um eine Einheit
ergibt.

9.3.3 Kostenfunktion

Die Gesamtkostenfunktion beschreibt die Kosten, die zur Erzeugung eines
Gutes anfallen in Abhéngigkeit der erzeugten Mengen, dies sind die varia-
blen Kosten — K,,, — zuziiglich der Fixkosten — Ky;,. Dies ergibt:

K = Kvar + wac

Die Mengen X wiederum héngen ab von den Faktorgiitern, die zu ihrer Er-
zeugung verwendet werden: X = X (r). Kosten fallen durch den Einsatz von
Produktionsfaktoren an. Nimmt man an, dass X eine invertierbare Funkti-
on ist und bezeichnet r(X) die Umkehrfunktion, so gibt diese an, wieviel an
Produktionsfaktoren eingesetzt werden miissen, um zu einem Ertrag von X
zu kommen. 7(X) nennt man auch Faktorverbrauchsfunktion. Bezeichne
ps den Preis fiir eine Einheit des eingesetzten Produktionsfaktors — genannt
Faktorpreis, so ergibt sich fiir die variablen Kosten:

Kvar = T(X>pf

Die gesamte Kostenfunktion lautet dann:
K= T(X)pf + Kfix

9.3.3.1 Durchschnittskostenfunktion

Analog zur Produktionsfunktion lassen sich auch die Durchschnittskosten
berechnen:
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Ersetzt man in dieser Formel den Z&hler durch die variablen Kosten, so
erhélt man die variable Durchschnittskostenfunktion. Diese gibt an, wie-
viel der variablen Kosten durchschnittlich auf eine Einheit des produzierten
Gutes entfallen.

9.3.3.2 Grenzkostenfunktion

Die Grenzkostenfuktion ist die erste Ableitung der Kostenfunktion, falls
diese differenzierbar ist. Sie gibt an, wieviel an Kosten eine zusétzlich pro-
duzierte Einheit ndherungsweise verursacht. Thre Formel lautet:

_ dK(X)

GK
dX

= K(X)

9.3.4 Umsatzfunktion

Der Umsatz ist der Wert, den ein Unternehmen beim Verkauf der Menge X
bei einem Preis p erzielt:

U(X)=pX

Hierbei ist der Preis als von der umgesetzten Menge als unabhéngig ange-
nommen. Der Preis wird dabei als durch den Markt bestimmt betrachtet
und vom Produzenten als nicht beeinflulbar erachtet. Es gibt jedoch auch
Situationen, in denen der Preis durch die produzierte Menge vom Produ-
zenten bestimmt werden kann, beispielsweise in Monopolsituationen. Dann
wére der Preis abhéingig von X, p(X). Diese Situation wird hier jedoch nicht
betrachtet.

9.3.5 Gewinnfunktion

Der Gewinn ergibt sich aus dem Umsatz abziiglich der Kosten:

G(X)=UX) - K(X) =pX — (Kyar + Kyiz)

9.4 Elastizitat

Die Elastizitét stellt eine Kenngrofle dar, die angibt, wie Funktionen auf ei-
ne (geringe) Anderung der Argumente relativ zu dieser Anderung reagieren.
Beschreibe beispielsweise N(p) die Nachfrage eines Gutes in Abhéngigkeit

N@)-N@)
N(p)
p—p’

/2

des Verkaufspreises p. Wird nun p verandert zu p’, dann gibt an,
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wie sich die relative Verédnderung der Nachfrage, bezogen auf N(p) zur
Verdnderung des Preise bezogen auf p verhélt. Allgemein fiir eine reelle
differenzierbare Funktion f heiffit der Wert
f(@)—f(=")
f(=)

Ef,z = z—x'

xT

Durchschnittselastizitiat von f in Bezug auf z.

Zur Elastizitéit (Punktelastizitdt) kommt man durch den Grenziibergang
Ax =x — 12" — 0. Ist f differenzierbar, so ergibt dies:

f@)—f(")
€0 —lim 20 _ J@)e
T A A f(@)

Zur Interpretation: Wird ein Wert 2 um 1% erhoht, so erhoht sich f(z)
um ungefihr e;, %.

Die Werte der Elastizitdt werden wie folgt klassifiziert:

e 0 < |e|] < 1: Unelastischer Bereich. Die prozentuale Anderung der
Funktionswerte ist geringer als die der Argumente.

e |¢| = 1 stellt die Grenze zwischen dem unelastischen Bereich und dem
elastischen Bereich dar. Die prozentuale Anderungen der Funktions-
werte und der Argumente sind proportional.

e |¢| > 1: Elastischer Bereich. Die prozentuale Anderung der Funktions-
werte ist grofer als die der Argumente.

® ¢;, > 0: Funktionswert und Argument &ndern sich in der gleichen
Richtung.

® ¢;, < 0: Funktionswert und Argument &ndern sich in entgegengesetz-
ter Richtung.

e ['iir konstante Funktionen f gilt: e, = 0.

Frage: Wie verhilt sich die Elastizitdt von Funktionen der Gestalt f(x) =
cx®?



